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ИНВАРИАНТНЫЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ КОЛЕБАНИЙ 
УПРУГОЙ СТРУНЫ С ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ ТОКОМ  

В СТАТИЧЕСКОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ 
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Рассмотрена система дифференциальных уравнений, описывающая 

колебания упругой струны с электрическим током в стационарном 
магнитном поле. Для поиска ее решений применяется метод группового 
анализа. Линейный и нелинейный случаи системы проанализированы по 
отдельности. В каждом случае найдены допускаемые операторы 
точечных симметрий для произвольных функций-параметров. Также 
определены виды функций-параметров, при которых происходит 
расширение группы симметрий. Проведена классификация алгебр Ли 
допускаемых симметрий по классам неподобных подалгебр. Для 
некоторых классов найдены инвариантные решения (по крайней мере 
выраженные в квадратурах), для которых дана механическая интерпре- 
тация и построены графики. 

 
Ключевые слова: колебания упругой струны, нелинейная система 

дифференциальных уравнений в частных производных, точечная симмет- 
рия, алгебра Ли, инвариантное решение. 
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The system of differential equations of oscillations of an elastic string with 
electric current in a static magnetic field is considered. To construct solutions 
we apply the symmetry group analysis. Two special cases: the linear one and the 
nonlinear one were considered. Lie algebras of admitted point symmetries for 
both cases were calculated, and there were described specifications of functions 
parameters when additional symmetries are admitted. Classification of 
nonsimilarsubalgeras is realized. Also, invariant solutions for each specification 
were constructed at least in quadratures and mechanical interpretation for some 
solutions was given.  

 

Keywords: oscillation of elastic string, nonlinear system of differential 
equations, point symmetry, invariant solution. 

 
1. Введение 
1.1. Постановка задачи 
В данной работе, с точки зрения группового анализа, исследуется 

система неоднородных уравнений в частных производных второго порядка 
с тремя неизвестными функциями ݑ௫ሺݔ, ,ݔ௬ሺݑ ,ሻݐ ,ݔ௭ሺݑ ,ሻݐ  ሻ, которыеݐ
зависят от двух независимых переменных ݔ (расстояние) и ݐ (время) [1], 
которая описывает движение упругой струны с электрическим током ܫሺݐሻ  
в стационарном магнитном поле ܪሬሬԦ. 

Для вывода уравнений, описывающих волновое движение струны  
с напряжением ܶሺݔሻ под действием электрического тока и стационарного 
магнитного поля ܪሬሬԦ, рассматривается следующая геометрическая схема. 
Струна в состоянии равновесия является прямой линией и совпадает  
с осью ݔ в декартовой системе координат ሺݔ, ,ݕ  ሻ. Форма струны в любойݖ
момент времени может быть выражена в терминах смещения каждой ее 
точки ܲ. В состоянии равновесия, точка струны ܲ имеет координаты 
ሺݔ, 0,0ሻ. В момент времени ݐ смещение точки ܲ описывается вектором 
,ݔሬԦሺݑ ሻݐ ൌ ሺݑ௫, ,௬ݑ ,ݔ௬ሺݑ ௭ሻ, где компонентыݑ ,ݔ௭ሺݑ ,ሻݐ  ሻ соответствуютݐ
небольшим поперечным смещениям натянутой струны, а компонента ݑ௫ – 
продольному смещению. Таким образом, точка ܲ смещается в точку ܲଵ  
с координатами ሺݔ  ,௫ݑ ,௬ݑ  .௭ሻݑ

Рассмотрим систему уравнений поперечных и продольных движений 
струны под действием внешней силы Лоренца Ԧ݂ ൌ ሺ݂௫, ݂௬, ݂௭ሻ 
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௧௧ݑሻݔሺߩ
௫ ൌ ሾሺܶሺݔሻ  ௫௫ሿ௫ݑሻሻݔሺߣ  ݂௫ሺݔ, ,ሻݐ

௧௧ݑሻݔሺߩ
௬,௭ ൌ ൣܶሺݔሻݑ௫

௬,௭൧
௫
 ݂௬,௭ሺݔ, ,ሻݐ  

ሺ1ሻ
ሺ2ሻ

где ρሺݔሻ – это плотность, λሺݔሻ – модуль эластичности, аܶሺݔሻ – продольное 
натяжение струны. Нижний индекс обозначает производную по 
соответствующей переменной. 

На произвольный малый элемент ݈݀ሬሬሬԦ струны действует сила Лоренца 

݂݀ሬሬሬሬԦ ൌ ሻሾ݈݀ሬሬሬԦݐሺܫ ൈ ,ݔሬሬԦሺܪ ,ݕ  ,ሻሿݖ

где магнитное поле ܪሬሬԦ ൌ ሺܪ௫, ,௬ܪ  ௭ሻ действует на вектор-сегментܪ
݈݀ሬሬሬԦ ൌ ሺ݈݀௫, ݈݀௬, ݈݀௭ሻ. Полагая ݈݀௫ ≃ ௬,௭݈݀ ,ݔ݀ ≃ ௫ݑ

௬,௭݀ݔ, получаем 

݂௫ ൌ ௫ݑ௭ܪ൫ܫ
௬ െ ,௫௭൯ݑ௬ܪ ݂௬ ൌ ௫௭ݑ௫ܪሺܫ െ ,௭ሻܪ ݂௭ ൌ ௬ܪ൫ܫ െ ௫ݑ௫ܪ

௬൯. 

Значение магнитного поля берется в точке ܲଵ. В случае малых 
колебаний струны, каждая компонента магнитного поля, действующего на 
точку ܲଵ, может быть выражена в виде разложения в ряд Тэйлора в точке 
равновесия ܲ следующим образом: 

௫,௬,௭|భܪ ≃ ൫ܪ௫,௬,௭  ௫ܪ௫ݑ
௫,௬,௭  ௬ܪ௬ݑ

௫,௬,௭  ௭ܪ௭ݑ
௫,௬,௭൯ห

బ
ൌ	

ൌ ௫,௬,௭|బܪ   ⋅  .௫,௬,௭|బܪ

Таким образом, имеем 

݂௫ ൌ ௫ݑ௭ܪ൫ܫ
௬ െ ௫௭൯ݑ௬ܪ  ሬԦݑ൫ൣܫ ⋅ ௫ݑሻ൯ݔ௭ሺܪ

௬ െ ൫ݑሬԦ ⋅ ,௫௭൧ݑሻ൯ݔ௬ሺܪ

݂௬ ൌ ௫௭ݑ௫ܪሺܫ െ ௭ሻܪ  ሬԦݑ൫ൣܫ ⋅ ௫௭ݑሻ൯ݔ௫ሺܪ െ ሬԦݑ ⋅ ,ሻ൧ݔ௭ሺܪ

݂௭ ൌ ௬ܪ൫ܫ െ ௫ݑ௫ܪ
௬൯  ሬԦݑൣܫ ⋅ ሻݔ௬ሺܪ െ ൫ݑሬԦ ⋅ ௫ݑሻ൯ݔ௫ሺܪ

௬൧.

 ሺ3ሻ

Заметим, что все функции в приведенных выше уравнениях 
рассчитываются вдоль оси ݔ. 

В общем случае, система (1), (2), (3) содержит семь функций 
параметров: ρሺݔሻ, ܶሺݔሻ, λሺݔሻ, ܫሺݐሻ, ܪ௫ሺݔሻ, ܪ௬ሺݔሻ, ܪ௭ሺݔሻ.Но при некоторых 
дополнительных условиях число параметров может быть уменьшено. 

Во-первых, пусть ρሺݔሻ, λሺݔሻ, ܶሺݔሻ – некоторые положительные 
постоянные. Введем величины ଵܶ : ൌ ሺܶ  λሻ/ߩ, ଶܶ : ൌ ܶ/ρ ൏ ଵܶ. В пункте 2 
рассмотрен простейший случай, когда магнитное поле ориентировано 
вдоль оси ݔ и удовлетворяет условию |ݑሬԦ ⋅ |ሻݔ௫ሺܪ ≪  ሻ|. Тогдаݔ௫ሺܪ|
колебания по ݕ и ݖ связаны между собой, но продольное перемещение от 
них не зависит и, кроме того, на него не действует магнитное поле. В этом 
случае, внешние силы Лоренца задаются следующим образом 

݂௫ ൌ 0, ݂௬ ൌ ,௫௭ݑሻݔ௫ሺܪሻݐሺܫ ݂௭ ൌ െܫሺݐሻܪ௫ሺݔሻݑ௫
௬, ሺ4ሻ

и получающаяся линейная система содержит только две функции-
параметра ܫ и ܪ௫. 
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Нелинейный случай рассматривается в пункте 3, где полагаем 

ሬԦݑ| ⋅ |௫,௬ܪ ≪ ,|௬,௭ܪ| ሬԦݑ| ⋅ |௫ܪ ≃ ,|௫ܪ| |௫ܪ| ≫ ,|௭ܪ| |௫ܪ| ≃  |௬ܪ|

и получаем 

݂௫ ൌ െܪܫ௬ݑ௫௭, ݂௬ ൌ ௫ܪሾሺܫ  ሬԦݑ ⋅ ௫௭ݑ௫ሻܪ െ ,௭ሿܪ ݂௭ ൌ ௬, ሺ5ሻܪܫ

так что исследуемая система имеет четыре функции-параметра. 
 
1.2. Точечные симметрии 
Построение частных решений систем дифференциальных уравнений 

(особенно в нелинейном случае) представляет определенные трудности, и 
одним из методов решения является метод группового анализа [2–5],  
в котором система дифференциальных уравнений ܨ ൌ 0 рассматривается 
как некоторое дифференцируемое многообразие в пространстве независи- 
мых переменных, функций и их производных. 

Этот метод основывается на понятии точечной симметрии, 
допускаемой системой, которое можно неформально понимать, как 
некоторое непрерывное преобразование рассматриваемого пространства, 
не меняющее поверхности (многообразия), заданной системой, т. е. каждая 
точка поверхности ܨ ൌ 0 переходит в точку той же самой поверхности. 
Симметрии (группы непрерывных преобразований) были введены 
Софусом Ли и сейчас представляют одно из базовых понятий теории 
дифференциальных уравнений. 

Под действием группы симметрий ܩ, решение системы ܨ ൌ 0 
переходит в другое решение этой же системы, но при этом некоторые 
решения переходят сами в себя. Такие решения называются 
инвариантными относительно группы ܩ. 

Группы допускаемых симметрий могут быть различными для 
различных форм функций-параметров, входящих в изучаемую систему 
дифференциальных уравнений. Такая задача известна как задача группо- 
вой классификации: определение симметрий, допускаемых для любого 
вида параметров, и всех спецификаций параметров, при которых допуска- 
ются дополнительные точечные преобразования. 

Более детально, рассмотрим инфинитезимальный оператор ܺ 
(генератор группы симметрий), который действует в пространстве 
переменных ሺݔ,  ,ሻݑ

ܺ ൌ ξ ∂௫  η߲௨ಉ, ݅ ൌ 1,2, α ൌ 1,2,3, ሺ6ሻ

где введены обозначения ݑሬԦ ൌ ሺݑ௫, ,௬ݑ ௭ሻݑ ൌ: ሺݑଵ, ,ଶݑ ଷሻ, ∂௫ݑ : ൌ
డ

డ௫
, 

߲௨ಉ : ൌ
డ

డ௨ಉ
ଵݔ , : ൌ ଶݔ ,ݐ :ൌ  При этом неизвестные коэффициенты ξ, η .ݔ

являются функциями от ݔଵ,ଶ и ݑሬԦ. Здесь и далее мы используем соглашение 
о суммировании: если некоторый индекс повторяется дважды в некотором 
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слагаемом (и не оговаривается отдельно), то проводится суммирование 
членов по всем возможным значениям повторяющегося индекса. 

По данному оператору ܺ можно восстановить соответствующую 
однопараметрическую группу ܩ, решая так называемые уравнения Ли: 

݂݀

݀ܽ
ൌ ξ, ݂ห

ୀ
ൌ ,ݔ

݀݃

݀ܽ
ൌ η, ݃|ୀ ൌ ,ݑ

 ሺ7ሻ

где ܽ ∈ ܷ ⊂ Թ является групповым параметром, заданным в интервале 
ܷ ∋ 0. Таким образом, группа преобразований (относительно композиции) 
имеет вид 

ݔ		:ܩ ൌ ݂ሺݔଵ, ,ଶݔ ;ሬԦݑ ܽሻ, ݑ ൌ ݃ሺݔଵ, ,ଶݔ ;ሬԦݑ ܽሻ, 

где ݔ, ݑ
 – преобразованные координаты точки пространства  

ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଵݑ ,ଶݑ  .ଷሻݑ

Исходная система уравнений колебаний струны является системой 
второго порядка, поэтому необходимо рассчитать коэффициенты 
продолженного оператора ܺ

ଶ
, действующего в пространстве переменных 

ሺݔଵ, ݔଶ, ,ݑ ݑ
, ݑ

 ሻ 
ܺ
ଶ
ൌ ܺ  ξ

߲௨ಉ  ξ
 ߲௨ೕಉ , ݆ ൌ 1,2, 

где ݑ
 : ൌ ߲ଶݑ/߲ݔ߲ݔ, 

ξ
 ൌ ሺηሻܦ െ ஒݑ

ܦሺξஒሻ, β ൌ 1,2,

ξ
 ൌ ሺξܦ

ሻ െ ஒݑ
 ,ሺξஒሻܦ

 

а оператор 
ܦ ൌ ߲௫  ݑ

߲௨ಉ  ݑ
 ߲௨ೕಉ  ⋯ 

является оператором полной производной по переменной ݔ. 
На следующем этапе, оператор ܺ

ଶ
 применяется к каждому уравнению 

системы ܨ ൌ 0. Затем необходимо сузить действие оператора на 
многообразие, задаваемое системой. При этом выбираются некоторые 
переменные в пространстве ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ݑ ݑ

, ݑ
 ሻ (так называемые внешние 

переменные), которые заменяются внутренними переменными в силу 
исходной системы. В результате получается следующая система 
дифференциальных уравнений 

ܺ
ଶ
ሺܨሻቚ

ிୀ
ൌ 0. ሺ8ሻ 

Расщепление этой системы по внутренним производным ݑଶ
 ଶݑ ,

 
приводит к переопределенной системе линейных однородных 
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дифференциальных уравнений (так называемые определяющие уравнения) 
для неизвестных коэффициентов ξ, η. Общее решение определяющих 
уравнений дает допускаемые операторы ܺ, ݇ ൌ 1, . . , ݊, которые 
формируют базис алгебры Ли ܮ размерности ݊ относительно операции 
коммутирования ሾܺ, ܺሿ ൌ ܺ ܺ െ ܺܺ, (݇, ݈ ൌ 1,2, . . . , ݊). 

Множество преобразований, соответствующих операторам ܺ для 
произвольного вида функций-параметров, называется ядром допускаемых 
симметрий. Далее, определяющие уравнения исследуются для различных 
видов функций-параметров. При этом могут возникнуть дополнительные 
симметрии. 

Вычисляя функционально независимые инварианты определенного 
допускаемого оператора симметрии можно построить вид инвариантного 
решения, который в большинстве случаев совместим с исходной системой 
уравнений и содержит меньшее количество независимых переменных.  
В нашем случае, после подстановки вида инвариантного решения придем  
к системе обыкновенных дифференциальных уравнений. 

 
2. Линейный случай 
2.1. Симметрии 
Обозначая ܪ௫ሺݔሻ/ρ ൌ:ܪሺݔሻ и подставляя (4) в (1), (2), получаем 

линейную систему ܨ ൌ 0 

ଵଵݑ
ଵ ൌ ଵܶݑଶଶ

ଵ ,
ଵଵݑ
ଶ ൌ ଶܶݑଶଶ

ଶ  ଶݑଶሻݔሺܪଵሻݔሺܫ
ଷ,

ଵଵݑ
ଷ ൌ ଶܶݑଶଶ

ଷ െ ଶݑଶሻݔሺܪଵሻݔሺܫ
ଶ

 ሺ9ሻ

для которой будем искать нетривиальные решения. 
Решение определяющих уравнений (8) для произвольного вида 

функций ܫ и ܪдает 

ξଵ ൌ ܿଵݔଵ  ݇ଵ, ξଶ ൌ ܿଵݔଶ  ݇ଶ,
ηଵ ൌ ݊ଵݑଵ  ݂ଵ,

ηଶ ൌ ݊ଶݑଶ  ݊ଷݑଷ  ݂ଶ,
ηଷ ൌ െ݊ଷݑଶ  ݊ଶݑଷ  ݂ଷ,

 

где функции ݂ ൌ ݂ሺݔଵ,  ଶሻ представляют собой произвольное решениеݔ
исходной системы (9), а ܿଵ,ଶ, ݇ଵ,ଶ, ݊ଵ,ଶ,ଷ – произвольные константы. 

Соответствующая алгебра Ли ܰ ядра симметрий имеет следующий 
базис: 

ଵܺ ൌ ,ଵ߲௨భݑ ܺଶ ൌ ଶ߲௨మݑ  ,ଷ߲௨యݑ ܺଷ ൌ ଷ߲௨మݑ െ ,ଶ߲௨యݑ
ܺା ൌ ݂ଵ߲௨భ  ݂ଶ߲௨మ  ݂ଷ߲௨య

 

и может быть представлена как прямая сумма трехмерной алгебры Ли 
ۦ ଵܺ, ܺଶ, ܺଷۧ и бесконечномерного идеала ܺۦାۧ. Наличие оператора ܺۦାۧ 
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характерно для всех линейных уравнений и означает принцип суперпози- 
ции решений. Заметим, что конечная часть алгебры ܰ является абелевой,  
т. е. все коммутаторы равны нулю. 

Ниже перечислены виды функций-параметров, для которых 
происходит расширение ядра преобразований. 

1. Степенные функции:  

ܫ ൌ ݉ଵሺݔଵ  ,ଵሻିଵݎ ܪ ൌ ݉ଶሺݔଶ   ,ଶሻିݎ

ܻ ൌ ሺݔଵ  ଵሻ߲௫భݎ  ሺݔଶ  ݉ ,ଶሻ߲௫మݎ ് 0,1,

ܻ ൌ ଵ߲௫భݔ  ሺݔଶ  ,ଶሻ߲௫మݎ ෨ܻ ൌ ߲௫భ, ݉ ൌ 1,

ܻ ൌ ሺݔଵ  ଵሻ߲௫భݎ  ,ଶ߲௫మݔ ෨ܻ ൌ ߲௫మ, ݉ ൌ 0;
 

2. Функции экспоненты: 

ܫ ൌ ܽଵ݁
ೣభ
భ , ܪ ൌ ܽଶ݁

ି
ೣమ
మ , ݉ ് 0, ܻ ൌ ݉ଵ߲௫భ  ݉ଶ߲௫మ; 

3. Постоянные функции:  

ܫ ൌ ܽଵ, ܪ ൌ ܽଶ,  ܼଵ ൌ ߲௫భ, 		ܼଶ ൌ ߲௫మ, 

ܼଷ ൌ െሺݑଶ cos ଶݔ݈  ଷݑ sin ଶሻ߲௨మݔ݈ െ ሺݑଶ sin ଶݔ݈ െ ଷݑ cos ,ଶሻ߲௨యݔ݈
ܼସ ൌ ሺെݑଶ sin ଶݔ݈  ଷݑ cos ଶሻ߲௨మݔ݈  ሺݑଶ cos ଶݔ݈  ଷݑ sin ,ଶሻ߲௨యݔ݈

 

где ݉ଵ,ଶ, ܽଵ,ଶ ് ݉ ,ଵ,ଶݎ ,0 ∈ Թ и ݈ ൌ ܽଵܽଶ/ ଶܶ – некоторые фиксированные 
постоянные. 

Можно определить так называемые преобразования эквивалентности, 
при которых функции-параметры рассматриваются как новые независимые 
переменные [3], т. е. оператор (6) имеет вид 

ܺ ൌ ξ߲௫  η߲௨ಉ  ζூ߲ூ  ζு߲ு. 

Используя преобразования, которые действуют на функции-параметры 
ϕ: ܫ → ܪ:ψ ,ܫ →  можно упростить вид этих функций. В рассмотренном ,ܪ
случае имеем следующие преобразования эквивалентности: 

ϕ: ܫ ൌ
1

ܽଵܽସ
ݐ൫ܽଵሺܫ  ܽଶሻ൯, ψ:ܪ ൌ ܽସܪሺܽଵሺݔ  ܽଷሻሻ, ܽ ൌ const, ܽଵ,ସ ് 0. 

Таким образом, ܪܫ ൌ ݐሺܽଵሺܫ  ܽଶሻሻܪሺܽଵሺݔ  ܽଷሻሻ/ܽଵ и можно 
получить, например, ݎଵ,ଶ ൌ 0 для степенных функций ܫ и ܪ. Но для 
механической интерпретации решений иногда удобнее рассматривать 
наиболее общий вид функций-параметров. 

 
2.2. Инвариантные решения 
Для получения существенно различных инвариантных решений 

требуется построение системы неподобных подалгебр алгебры Ли 
допускаемых симметрий относительно группы внутренних изоморфизмов. 



	
11 

Заметим, что конечная часть ядра ܰ не содержит операторов ߲௫, поэтому 
вся информация об инвариантном решении содержится в операторах 
расширения ядра. Будем рассматривать только подалгебры, в которые 
входят операторы ܻ или ܼ. Более того, будем анализировать только 
подалгебры, которые дают вид инвариантного решения с одной 
независимой переменной (как наиболее общий случай), а также 
ограничимся рассмотрением только одного представителя класса 
неподобных подалгебр для каждого конкретного случая. 

1. Рассмотрим абелеву алгебру Ли ܮ ൌ ۦ ܻ, ଵܺ, ܺଶ, ܺଷۧ. Эта 
четырехмерная алгебра Ли имеет следующие классы неподобных 
подалгебр [6] (γ,ଵ,ଶ ∈ Թ): 

ൻ ܻൿ, ൻ ଵܺ  γ ܻൿ, ൻܺଶ  γଵ ଵܺ  γ ܻൿ, 

ଷܺۦ  γଶܺଶ  γଵ ଵܺ  γ ܻۧ. 

Наиболее общая форма инвариантного решения соответствует первой 
подалгебре из приведенного выше списка и выглядит следующим образом 

ݑ ൌ ܬ ,ሻܬሺݑ ൌ
ଶݔ  ଶݎ
ଵݔ  ଵݎ

, α ൌ 1,2,3, 

 ଵ,ଶ – произвольные постоянные. После подстановки этого вида в системуݎ
(9) получаем так называемую фактор-систему, которая в данном случае 
представляет собой систему обыкновенных дифференциальных уравнений 
(штрих обозначает производную по переменной ܬ): 

ቀሺܬଶ െ ଵܶሻݑଵ
′
ቁ
′
ൌ 0,

ቀሺܬଶ െ ଶܶሻݑଶ
′
ቁ
′
ൌ ݉ଵ݉ଶିܬݑଷ

′
,

ሺሺܬଶ െ ଶܶሻݑଷ′ሻ′ ൌ െ݉ଵ݉ଶିܬݑଶ′

 

с общим решением, выраженным в квадратурах 

ଵݑ ൌ ௫ݑ ൌ
݇ଵ
2ඥ ଵܶ

ln ቤ
ܬ െ ඥ ଵܶ

ܬ  ඥ ଵܶ

ቤ  ݇ଶ,

ଶݑ ൌ ௬ݑ ൌ ݎ න
sinܨܯሺܬሻ
ଶܬ െ ଶܶ

ܬ݀ ,

ଷݑ ൌ ௭ݑ ൌ ݎ න
cosܨܯሺܬሻ
ଶܬ െ ଶܶ

ܬ݀ ,

 

где ܯ ൌ ݉ଵ݉ଶ ് ܬ ,0 ൌ ሺݔ  ݐଶሻ/ሺݎ  ሻܬሺܨ ,ଵሻݎ ≔ 
ௗ

ሺమି మ்ሻ
 и ݇ଵ,ଶ, ݎ – 

некоторые постоянные. 
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В частности, при ݉ ൌ ܯ ,0 ൌ 1 (݉ଵ ൌ 1/݉ଶ) в явном виде 
получаются следующие выражения 

 

௫ݑ ൌ
݇ଵ
ඥ ଵܶ

tanhିଵඥ ଵܶ
ݐ  ଵݎ
ݔ  ଶݎ

 ݇ଶ, 

௬ݑ ൌ cosݎ ቆ
1

ඥ ଶܶ

tanhିଵඥ ଶܶ
ݐ  ଵݎ
ݔ  ଶݎ

ቇ   ,ଵܣ

௭ݑ ൌ sinݎ ቆ
1

ඥ ଶܶ

tanhିଵඥ ଶܶ
ݐ  ଵݎ
ݔ  ଶݎ

ቇ  	,ଶܣ

 

для функций-параметров ܫ ൌ ሺݐ  ௫ܪ ,ଵሻିଵ/݉ଶݎ ൌ ݉ଶ. При ݇ଵ ് 0 решение 
определено для |ݐ  |ଵݎ ൏ ݔ|  ଶ|/ඥݎ ଵܶ, иначе его областью определения 

является |ݐ  |ଵݎ ൏ ݔ|  ଶ|/ඥݎ ଶܶ. 
Это инвариантное решение можно интерпретировать как решение, 

описывающее колебание бесконечной струны в областях, удаленных от 
концов струны с начальными смещениями при ݐ ൌ 0: 

,௫ሺ0ݑ ሻݔ ൌ
݇ଵ
ඥ ଵܶ

tanhିଵඥ ଵܶ
ଵݎ

ݔ  ଶݎ
 ݇ଶ,

,௬ሺ0ݑ ሻݔ ൌ cosݎ ቆ
1

ඥ ଶܶ

tanhିଵඥ ଶܶ
ଵݎ

ݔ  ଶݎ
ቇ  ,ଵܣ

,௭ሺ0ݑ ሻݔ ൌ sinݎ ቆ
1

ඥ ଶܶ

tanhିଵඥ ଶܶ
ଵݎ

ݔ  ଶݎ
ቇ  ,ଶܣ

 

с начальными скоростями: 

௧ݑ
௫ሺ0, ሻݔ ൌ ݇ଵ

ݔ  ଶݎ
ሺݔ  ଶሻଶݎ െ ଵݎ

ଶ
ଵܶ
,

௧ݑ
௬ሺ0, ሻݔ ൌ െݎ

ݔ  ଶݎ
ሺݔ  ଶሻଶݎ െ ଵݎ

ଶ
ଶܶ
sin ቆ

1

ඥ ଶܶ

tanhିଵඥ ଶܶ
ଵݎ

ݔ  ଶݎ
ቇ ,

,௧௭ሺ0ݑ ሻݔ ൌ ݎ
ݔ  ଶݎ

ሺݔ  ଶሻଶݎ െ ଵݎ
ଶ

ଶܶ
cos ቆ

1

ඥ ଶܶ

tanhିଵඥ ଶܶ
ଵݎ

ݔ  ଶݎ
ቇ .

 

Для интервала времени ݐ ∈ ሾ0,  ଵሿ можно считать, что концы струныݐ
фиксированны при ݔ → ∞, потому что ݑ௫ → ݇ଶ, ݑ௬ → ݎ  ௭ݑ ଵ иܣ →  ,ଶܣ
которые можно взять нулевыми. 

На рис. 1 приведен профиль струны при ݇ଵ,ଶ ൌ ଶܣ ൌ 0 и ݎ ൌ ଵݎ ൌ
ଶܶ ൌ ݉ଶ ൌ ଵܣ ,1 ൌ െݎ и ݎଶ ൌ 20 при ݐ ൌ 0 (красная линия), ݐ ൌ 1 (синяя 
линия) и ݐ ൌ 2 (зеленая линия). 
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где γଵ  0, γଶ ∈ Թ, ߳ ൌ േ1. В каждый класс можно добавить элементы 
центра ܥሺܮሻ. 

Рассмотрим первый класс ܧۦଵ  4αܼଵ  4β ଵܺۧ, α ് 0, который дает 
следующую форму инвариантного решения 

ଵݑ ൌ ݁
ಊ
ಉ
௫భݒଵሺݔଶሻ, 

ଶݑ ൌ sin
ଶݔ݈
2
ቆ

1
sin ଶݔ݈

െ
ଵݔ
α
െ ଶሻቇݔଷሺݒ  ,ଶሻݔଶሺݒ

ଷݑ ൌ cos
ଶݔ݈
2
ቆ
ଵݔ
α
 ଶሻቇݔଷሺݒ  ,ଶሻݔଶሺݒ

где ݒሺݔଶሻ – новые неизвестные функции. 
После подстановки этого вида инвариантного решения в систему (9) 

при ܫ ൌ ܽଵ, ܪ ൌ ܽଶ получаем обыкновенные дифференциальные уравнения 

′′ଵݒ െ
βଶ

αଶ ଵܶ
ଵݒ ൌ ′′ଶݒ ,0 

݈ଶ

4
ଶݒ ൌ 0, 

с общим решением (݀ଵ,ଶ, ܿଵ,ଶ ൌ const) 

ଵݒ ൌ ݀ଵ݁
ಊ

ഀඥభ
௫మ  ݀ଶ݁

ି
ಊ

ഀඥభ
௫మ,

ଶݒ ൌ ܿଵcos
ଶݔ݈
2
 ܿଶsin

ଶݔ݈
2
.
 

Для функции ݒଷ получается уравнение 

′′ଷݒ  2
′ଶݒ

ଶݒ
′ଷݒ െ

ܿଶ݈ଶ

ଶcosଷݒ4
௫మ
ଶ

ൌ 0, 

которое имеет общее решение (݇ଵ,ଶ ൌ const) 

ଷݒ ൌ
݇ଵ

ܿଶtan
௫మ
ଶ
 ܿଵ


1
2
tan

ଶݔ݈
2
 ݇ଶ. 

Окончательно, для исходной системы (9) получаем решение 

௫ݑ ൌ ݀ଵ݁
ಊ
ಉ
൫௧ା௫/ඥ భ்൯  ݀ଶ݁

ಊ
ಉ
൫௧ି௫/ඥ భ்൯,	

௬ݑ ൌ െ൬
ݐ
α

1
2
tan

ݔ݈
2
 ݇ଶ൰ ൬

ܿଵ
2
sin ݔ݈  ܿଶsinଶ

ݔ݈
2
൰ 	

tan
ݔ݈
2
൬
ܿଶ
2
െ ݇ଵcosଶ

ݔ݈
2
൰ 

ܿଵ
2
,	

௭ݑ ൌ ൬
ݐ
α

1
2
tan

ݔ݈
2
 ݇ଶ൰ ൬ܿଵcosଶ

ݔ݈
2

ܿଶ
2
sin ൰ݔ݈  ݇ଵcosଶ

ݔ݈
2
.	



О
струны

с нача

Т

Т
ݐ ൌ 1, 
	

Оно може
ы с фикси

альными у

ݑ

Такое реш

௬ሺݑ

Три профи
ݐ ൌ 2 (вс

Рис. 
с

ет быть и
ированны

ݑ

условиями
ݑ

௬ሺ0, ሻݔ ൌ

௭ሺݑ

шение име

,ݐ ሻݔ ൌ െ

,ݐ௭ሺݑ ݔ

иля струн
се другие 

 3. Графики
с функциям

ݐ ൌ 1

использов
ыми конца

,ݐ௫,௬,௭ሺݑ 0

и: 
,௫ሺ0ݑ ሻݔ ൌ

െܿଶ ൬
1
2
ta

௧ݑ
௬ሺ0, ݔ

0, ሻݔ ൌ
ܿଶ
2

,௧௭ሺ0ݑ

ет форму

ݑ

ܿଶ ൬
ݐ
ߙ

1
2

ሻݔ ൌ
ܿଶ
2
൬
ߙ

ны показа
параметр

и профиля 
ми ܫ ൌ ܪ ,1
1 (синяя лин
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вано, нап
ами в ݔ ൌ

0ሻ ൌ ௫,௬,௭ݑ

ൌ ௧ݑ ,0
௫

an
ݔ݈
2
 ݇ଶ

ሻݔ ൌ െ
ܿଶ
ߙ

ଶ

2
൬
1
2
tan

ݔ݈
2

ሻݔ ൌ
ܿଶ
ߙ2

у (ܿଵ ൌ ݇ଵ
௫ሺݐ, ሻݔ ൌ

tan
ݔ݈
2


ݐ
ߙ

1
2
tan

аны на ри
ры взяты р

струны дл
ܪ ൌ 1 при ݐ
ния), ݐ ൌ 2

пример, д
0 и ݔ ൌ 2

௭ሺݐ, ሻܮ ൌ 0

ሺ0, ሻݔ ൌ 0

ଶ൰ sinଶ
ݔ݈
2

sinଶ
ݔ݈
2
,	

ݔ
 ݇ଶ൰ sin

sin  .ݔ݈

ൌ 0) 

0,

݇ଶ൰ sinଶ
݈
2

ݔ݈
2
 ݇ଶ൰

с. 3 для м
равными 

ля инвариан
ݐ ൌ 0 (крас
 (зеленая л

для описа
2π݊/݈ ൌ:

0 

0,	


ܿଶ
2
tan

݈

n  ,ݔ݈

ݔ݈
2

ܿଶ
2
tan

sin ݔ݈ .

моментов
единице)

нтного реш
ная линия)
линия) 

ания коле
݊ ,ܮ ∈ Գ 

ݔ݈
2
,	

n
ݔ݈
2
, 

в времени
). 

шения 
), 

ебаний 

и ݐ ൌ 0, 
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3. Нелинейный случай 
Полагая ܪ௫,௬,௭ሺݔሻ/ρ ൌ:ܪଵ,ଶ,ଷ и принимая во внимание соотношения 

(5) с ݑሬԦ ⋅ ଶሻݔଵሺܪ ൌ ,ଵݔଵሺݑ ௫మܪଶሻݔ
ଵ ሺݔଶሻ, получим нелинейную (ݑଵݑଶ

ଷܪܫଶ
ଵ ് 0) 

систему: 

ଵଵݑ
ଵ ൌ ଵܶݑଶଶ

ଵ െ ଶݑଶܪܫ
ଷ,

ଵଵݑ
ଶ ൌ ଶܶݑଶଶ

ଶ  ଵܪሺܫ  ଶܪଵݑ
ଵሻݑଶ

ଷ െ ,ଷܪܫ
ଵଵݑ
ଷ ൌ ଶܶݑଶଶ

ଷ  .ଶܪܫ
 ሺ12ሻ

 
3.1. Симметрии 
Алгебра Ли ܰ ядра точечных симметрий системы (12) имеет 

следующий базис: 

ଵܺ ൌ ߲௨య, ܺଶ ൌ ,ଵ߲௨యݔ
ܺା ൌ ݂ሺݔଵ, ,ଶሻ߲௨మݔ ܺା

 ൌ ሾ݂ሺݔଵ, ଶሻݔ  ,ଷሿ߲௨మݑ
 ሺ13ሻ

где ݂ሺݔଵ,  ଶሻ является общим решением однородного уравненияݔ

ଵ݂ଵ
 െ ଶܶ ଶ݂ଶ

 ൌ 0, 

т. е. ݂ ൌ ݂ሺݔଶ  ଵඥݔ ଶܶሻ  ݃ሺݔଶ െ ଵඥݔ ଶܶሻ, а ݂ሺݔଵ,  ଶሻ является частнымݔ
решением неоднородного уравнения 

ଵ݂ଵ
 െ ଶܶ ଶ݂ଶ

 ൌ െܪܫଶ. ሺ14ሻ

Смысл соответствующих точечных преобразований довольно прост. 
Решая уравнения Ли (7) для каждого оператора из (13) получаем 
преобразования: 

ଶݑ ൌ ଶݑ  ݂ܽ  ܾሺݑଷ  ݂ሻ, ݑଷ ൌ ଷݑ  ܽଶݔଵ  ܽଵ, 

где ܽ,ଵ,ଶ, ܾ являются групповыми параметрами. Эти преобразования не 
меняют систему (12) и отражают ее внутреннюю структуру. Например, 
ясно, что функция ݑଷ определяется с точностью до линейного слагаемого 
ܽଶݔଵ  ܽଵ. 

Имеются также три преобразования эквивалентности, действующие 
на функции ܫ и ܪଵ,ଶ,ଷ, а именно: 

ϕଵ:				ݔଵ ൌ ଵݔ  ܽଵ, ϕଵ: ଶݔ ൌ ଶݔ  ܽଶ,

ψ:				ܫ ൌ ,ܫܿ ܪ
ଵ
ൌ ܪ

ଵ
/ܿ, ܪ

ଶ
ൌ ܪ

ଶ
/ܿ, ܪ

ଷ
ൌ ܪ

ଷ
/ܿ, ܿ ് 0,

 

которые мы будем использовать для того, чтобы сократить число 
произвольных постоянных в функциях-параметрах. 
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Расширение ядра происходит в следующих случаях (рассматриваем 
только функции, для которых ܪܫଶ

ଵ ് 0, чтобы сохранить нелинейность 
системы (12)): 

1. Для функций ܫ ൌ ݇ଵ/ݔଵ, ܪଵ ൌ ݇ଵଵݔଶ  ݇ଵଶ, ܪଶ ൌ ݇ଶଵ допускается 
оператор 

ଵܻ ൌ ଵ߲௫భݔ  ଶ߲௫మݔ െ ଶ߲௨భݔ  ݂ଵሺݔଵ, ଶሻ߲௨మݔ  ݇ଵ݇ଶଵݔଵlnݔଵ߲௨య, 

где ݇ଵ, ݇ଵଵ и ݇ଶଵ – ненулевые константы, а функция ݂ଵ – частное решение 
уравнения 

ଵ݂ଵ
ଵ െ ଶܶ ଶ݂ଶ

ଵ ൌ െܫሺܪଷ  ଶܪଶݔ
ଷሻ. ሺ15ሻ

Применяя к ܪଵ преобразование ϕଵ с ܽଶ ൌ െ݇ଵଶ/݇ଵଵ получаем ݇ଵଶ ൌ 0, 
и действуя преобразованием ψ с ܿ ൌ 1/݇ଶଵ получаем ܪଶ ൌ 1. 

Окончательно, для функций ܫ ൌ ݇ଵ/ݔଵ, ܪଵ ൌ ݇ଵଵݔଶ, ܪଶ ൌ 1 имеем 
оператор 

ଵܻ ൌ ଵ߲௫భݔ  ଶ߲௫మݔ െ ଶ߲௨భݔ  ݂ଵሺݔଵ, ଶሻ߲௨మݔ  ݇ଵݔଵlnݔଵ߲௨య 

с тем же уравнением (15) для функции ݂ଵ. 
Далее мы перечислим функции и операторы, упрощенные 

преобразованиями эквивалентности. 
2. Для ܫ ൌ 1 и произвольных ненулевых функций ܪଵ,ଶ,ଷ (ܪଵ ് const) 

допускается оператор 

ଶܻ ൌ ߲௫భ. 

3. Если ܪ ,ܫଷ — произвольные ненулевые функции, а ܪଵ ൌ ݇ଵଵݔଶ, 
ଶܪ ൌ 1, тогда есть дополнительная симметрия 

ଷܻ ൌ ߲௫మ െ ߲௨భ  ݂ଷሺݔଵ,  ,ଶሻ߲௨మݔ

где ݂ଷ является частным решением уравнения 

ଵ݂ଵ
ଷ െ ଶܶ ଶ݂ଶ

ଷ ൌ െܪܫଶ
ଷ. 

4. Если ܪଶ,ଷ – произвольные ненулевые функции и 

ܫ ൌ
1

ܽଵ cos ଵݔ  ܽଶ sin ଵݔ
ଵܪ , ൌ ܾଶ ln tan

ଶݔ
2ඥ ଵܶ

 ܾଷ, 

где ܽଵ
ଶ  ܽଶ

ଶ ് 0, ܾଶ ് 0, то допускается оператор 

ସܻ ൌ െ
2ඥ ଵܶ ଶܶ

ܾଶ
ሺܽଵ cos ଵݔ  ܽଶ sin ଵሻsinݔ

ଶݔ
ඥ ଵܶ

߲௨భ  ሺݔଶݑଷ  ݂ସሺݔଵ,  ,ଶሻሻ߲௨మݔ

а ݂ସ – некоторое решение уравнения 

ଵ݂ଵ
ସ െ ଶܶ ଶ݂ଶ

ସ ൌ െݔଶܪܫଶ. 
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Отметим, что существует два набора функций-параметров, при 
которых допускаются одновременно два дополнительных оператора.  
А именно, для произвольного вида функции	ܪଷ: 

  в случае, когда ܫ ൌ ݇ଵ/ݔଵ, ܪଵ ൌ ݇ଵଵݔଶ и ܪଶ ൌ 1 имеем алгебру Ли 
ۦ ଵܻ, ଷܻۧ с коммутатором ሾ ଵܻ, ଷܻሿ ൌ െ ଷܻ; 

  при ܫ ൌ ଵܪ ,1 ൌ ݇ଵଵݔଶ, ܪଶ ൌ ݇ଶଵ алгебру точечных симметрий 
образуют операторы ଶܻ, ଷܻ и ܰ. 

 
3.2. Инвариантные решения 
Далее рассмотрим каждый случай, указанный в предыдущем пункте 

по отдельности, кроме случая 4, так как оператор ସܻ не содержит 
производных по независимым переменным и поэтому не дает вид 
инвариантного решения. 

1. Введем новые независимые переменные ܬ : ൌ ݏ ,ଶݔ/ଵݔ : ൌ  ଶ, тогдаݔ
оператор ଵܻ примет вид 

ଵܻ ൌ ݏ ௦߲ െ ௨భ߲ݏ  ݂ଵሺܬݏ, ሻ߲௨మݏ  ݇ଵܬݏ lnሺܬݏሻ ߲௨య. 

Ему соответствует вид инвариантного решения 

ଵݑ ൌ ሻܬሺݑ െ ଶݑ ,ݏ ൌ ሻܬሺݒ  න
݂ଵ

ݏ
ݏ݀ ,

ଷݑ ൌ ሻܬሺݓ  ݇ଵܬݏሺln ܬݏ െ 1ሻ.
 

Соответствующая фактор-система дифференциальных уравнений 
выглядит  так 

ሺ1 െ ଵܶܬଶሻݑ″ െ 2 ଵܶݑܬ′ െ ݇ଵݓ ′ ൌ 0,
ሺ1 െ ଶܶܬଶሻݒ″ െ 2 ଶܶݒܬ ′  ݇ଵ݇ଵଵݓݑ ′ ൌ ݃ሺܬሻ,

ሺ1 െ ଶܶܬଶሻݓ″ െ 2 ଶܶݓܬ ′ ൌ 0,
 

ሺ16ሻ 

	ሺ17ሻ

где 

݃ሺܬሻ ≔ ݏ	 ଶܶ ଶ݂
ଵ െ ଶܶܬݏ ଵ݂

ଵ െ ଶ݂ܶଵ െ 

െሺ1 െ ଶܶܬଶሻන ଵ݂ଵ
ଵ ݏ݀ݏ  2 ଶܶܬ න ଵ݂

ଵ݀ݏ െ ݇ଵ
ݏ
ܬ
 .ଷܪ

Из (17) получаем (߬ଵ,ଶ : ൌ ඥ ଵܶ,ଶ) 

ݓ ൌ ܿଵln ฬ
1  ߬ଶܬ
1 െ ߬ଶܬ

ฬ  ܿଶ, 

тогда (16) принимает вид 

ሺ1 െ ߬ଵ
ଶܬଶሻݑ″ െ 2߬ଵ

ଶݑܬ′ ൌ ሺሺ1 െ ߬ଵ
ଶܬଶሻݑ′ሻ′ ൌ ݇ଵݓ′. 
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Понижая порядок указанного выше уравнения, получаем 

′ݑ ൌ
݇ଵݓ  ܿଷ
1 െ ߬ଵ

ଶܬଶ
, 

следовательно 

ሻܬሺݑ ൌ ܿଵ݇ଵ න ln ฬ
1  ߬ଶܬ
1 െ ߬ଶܬ

ฬ
ܬ݀

1 െ ߬ଵ
ଶܬଶ

 ሺ݇ଵܿଶ  ܿଷሻln ฬ
1  ߬ଵܬ
1 െ ߬ଵܬ

ฬ  ܿସ. 

Принимая во внимание, что (здесь Liଶ ݔ обозначает функцию 
дилогарифма, ܽݔ  ܾ  0) 

න
lnሺܽݔ  ܾሻ
ݔ  ܿ

ൌ ൜
lnሺܽݔ  ܾሻ ln ܼ  Liଶሺ1 െ ܼሻ,

lnሺെܼሻ lnሺܾ െ ܽܿሻ െ Liଶܼ,  при ܽሺݔ  ܿሻ  0, ܽܿ െ ܾ ൏ 0 

где ܼ ൌ ܽሺݔ  ܿሻ/ሺܽܿ െ ܾሻ, получаем, например, для |ܬ| ൏ 1/߬ଵ 

න
ܬ݀

1 െ ߬ଵ
ଶܬଶ

ln
1  ߬ଶܬ
1 െ ߬ଶܬ

ൌ
െ1
2߬ଵ

ሾlnሺ1  ߬ଶܬሻ ln ܼାି  lnሺ1 െ ߬ଶܬሻ ln ܼାା 

ln
߬ଵ

߬ଵ െ ߬ଶ
lnሺ1 െ ߬ଵ

ଶܬଶሻ  Liଶሺ1 െ ܼାିሻ  Liଶሺ1 െ ܼାାሻ 

Liଶሺെܼିିሻ  Liଶሺെܼିାሻሿ,

 

где 

ܼേ
േ :ൌ ߬ଶ

1 േ ߬ଵܬ
߬ଵ േ ߬ଶ

. 

Окончательно, функция ݒ выражается в квадратурах 

ݒ ൌ න
ሺ݃ െ ݇ଵ݇ଵଵݓݑ′ሻ݀ܬ  ܿହ

1 െ ଶܶܬଶ
ܬ݀  ܿ. 

Для упрощения указанного выше выражения, положим ܪଷ ൌ 1 ൌ  ,ଶܪ
тогда уравнение (15) совпадает с (14) и ݂ଵ ൌ ݂. Рассматривая оператор 

෨ܻଵ : ൌ ଵܻ െ ܺା
 ൌ ݏ ௦߲ െ ௨భ߲ݏ െ ଷ߲௨మݑ  ݇ଵܬݏ lnሺܬݏሻ ߲௨య 

можно упростить вид инвариантного решения для ݑଶ 

ଶݑ ൌ ሻܬሺݒ െ ݇ଵܬݏሺln ܬݏ െ 2ሻ െ ሻܬሺݓ ln  ,ݏ

тогда уравнение на функцию ݒ принимает вид 

ሺሺ1 െ ଶܶܬଶሻݒ′ሻ′ ൌ ଶܶሺݓ  ሻ′ݓܬ2 െ ݇ଵ݇ଵଵݓݑ′ 

и имеет следующее решение: 



2.
подалг
ଵݑ ൌ ݑ
систем

и функ

Н

и ଵܶ ൌ

௫ݑ

показа

 
3.

неподо

ݒ ൌ

. Для опе
гебра ۦ ଶܻ
ଶݑ ,ଶሻݔሺݑ

му 

кции ݒ ,ݑ

Например,

ܽଵ ൌ ܾଵ

ൌ 2 ଶܶ, пол

ൌ െcos

анное на р

. Рассмот
обных по

ൌ ଶܶ න
 ሺ

ератора ܻ
ଶۧ опреде
ଶ ൌ ଶሻݔሺݒ

ଶܶݒ

могут ݓ ,

, если ܪ

ଵ ൌ െ4√2

лучим пер

ݔ2 ௬ݑ ,

рис. 4 для

Рис. 4. Гр

трим абел
одалгебр в

ۦ ଷܻۧ, 

ሺݓ  ݓܬ2
1 െ ଶܶܬଶ

ଶܻ переме
еляет ста
ଷݑ , ൌ ݓ

ଵܶݑ″ ൌ ܪ
″ݒ ൌ ଷܪ െ

т быть вы

ൌ ܽsinݔଶ

2 ଶܶ, ܽଶ

риодическ

ൌ െ
1
2
sin

я ݔ ∈ ሾ0,4

рафик стру

леву алге
выглядит 

ۦ ଵܺ  ଵܻߛ
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′ሻ݀ܬ
ଶ ܬ݀ െ

енная ݔଶ
атические

ܫ ,ଶሻݔሺݓ ൌ

ܶ ,′ݓଶܪ
െ ሺܪଵ  ݑ

ыражены в

ଶ  ܾcosݔ

ൌ ܾଶ ൌ 2

кое огран

n ݔ4 െ sin

 .ሿߨ

 
уны для ста

ебру ۦ ଷܻ,
следующ

ଷܻۧ, ܺۦଶ

݇ଵ݇ଵଵ න

является
е решени
ൌ ܪ′ݒݑ ,1

ଶܶݓ″ ൌ െܪ
′ݓଵᇱሻܪݑ ൌ

в квадрату

 ଶ, гдеݔ

√2 ଶܶ, ܽ

иченное с

n ݔ ௭ݑ , ൌ

атического

ଵܺ, ܺଶۧ. Е
щим образ

ଶ  ଵߛ ଷܻ 

න
 ܬ݀′ݓݑ
1 െ ଶܶܬଶ

я инвариа
ия. А им
ଶܪ
ଵ ് 0 по

,ଶܪ
ൌ 0,

 

урах. 

ܽଷ ൌ ଶܶ, 

статическ

ൌ 2√2ሺco

о решения 

Ее оптим
зом: 

 ଶߛ ଵܺۧ. 

 .ܬ݀

антом, по
менно, п
олучим ф

ܾଷ ൌ 0 

кое решен

os ݔ  sin

 

мальная си

оэтому 
полагая 
фактор-

ние 

n  ,ሻݔ

истема 
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Подалгебра ۦ ଷܻۧ дает вид инвариантного решения ݑଷ ൌ  ,ଵሻݔଷሺݑ
которое не удовлетворяет условию нелинейности системы ݑଶ

ଷ ് 0. 
Рассматривая вторую подалгебру ۦ ଵܺ  γଵ ଷܻۧ, ߛଵ ് 0 получим 

ଵݑ ൌ ଵሻݔሺݑ െ ଶݑ ,ଶݔ ൌ ଵሻݔሺݒ  න݂ଷ݀ݔଶ ଷݑ , ൌ ଵሻݔሺݓ 
ଶݔ
ଵߛ
, 

с неизвестными функциями ݓ ,ݒ ,ݑ. Фактор-система принимает вид 

″ݑ 
1
ଵߛ
ܫ ൌ ″ݓ ,0 െ ܫ ൌ 0,

″ݒ  ݄ሺݔଵሻ 
݇ଵଵ

γଵ
ଶ ଵݔଵ݀ݔ݀ܫඵܫ ൌ 0,

 

где 

݄ሺݔଵሻ : ൌ න ଵ݂ଵ
ଷ ଶݔ݀ െ ଶܶ ଶ݂

ଷ   .ଷܪܫ

Окончательно, 

ଵݑ ൌ െݔଶ െ
1
ଵߛ
ඵݔ݀ܫଵ݀ݔଵ ,

ଶݑ ൌ න݂ଷ݀ݔଶ െ
݇ଵଵ

ଵߛ
ଶ ඵ൬ܫඵݔ݀ܫଵ݀ݔଵ൰ ଵݔଵ݀ݔ݀ െඵ݄ሺݔଵሻ݀ݔଵ݀ݔଵ ,

ଷݑ ൌ
ଶݔ
ଵߛ
ඵݔ݀ܫଵ݀ݔଵ .

 

Отметим, что в этом случае струна колеблется в плоскости, 
параллельной ݖݕ-плоскости, поскольку ݔ-компонента точки ܲଵ не зависит 
от ݔ. 

 
4. Выводы 
В представленной работе, с точки зрения классического группового 

анализа, была проанализирована система дифференциальных уравнений, 
описывающая колебания упругой струны с электрическим током  
в стационарном магнитном поле. Были рассмотрены два специальных 
случая системы: линейный и нелинейный. 

В обоих случаях вычислены алгебры Ли точечных симметрий и 
описаны спецификации функций-параметров, при которых допускаются 
дополнительные симметрии. 

Для каждой спецификации были построены инвариантные решения 
(по крайней мере, выраженные в квадратурах), для некоторых решений 
дана механическая интерпретация. 
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УДК 539.3 
 

МЕТОД ЭКВИВАЛЕНТНЫХ УСЛОВИЙ ПРОЧНОСТИ 
В РАСЧЕТАХ КОНСТРУКЦИЙ С НЕОДНОРОДНОЙ  

РЕГУЛЯРНОЙ СТРУКТУРОЙ 
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Российская Федерация, 660036, г. Красноярск, Академгородок, 50/44 

E-mail: mtv241@mail.ru 
 

Пластины, балки и оболочки с неоднородной регулярной структурой 
широко применяются в авиационной и ракетно-космической технике. На 
этапе эскизного проектирования первоначально важно знать, удовлетво-
ряет ли коэффициент запаса конструкции заданным условиям прочности. 
Для определения коэффициента запаса необходимо решить по методу ко-
нечных элементов (МКЭ) задачу упругости для проектируемой конструк-
ции с учетом ее неоднородной структуры, что требует больших ресурсов 
ЭВМ. Предложен метод эквивалентных условий прочности для расчета 
на статическую прочность упругих конструкций с неоднородной регуляр-
ной структурой. В основе предлагаемого метода лежит утверждение. 
Для всякого композитного тела 0V  существует такое изотропное одно-

родное тело bV  и такое число p  (коэффициент эквивалентности), что 

если коэффициент запаса 0
bn  тела bV  удовлетворяет эквивалентным ус-

ловиям прочности 0
1 2bpn n pn  , то коэффициент запаса 0n  тела 0V  

удовлетворяет заданным условиям прочности 1 0 2n n n  , и наоборот, 1n , 

2n  – заданы, коэффициенты 0
bn , 0n  отвечают точным решениям задач 

упругости, построенных для тел bV  и 0V . Рассматриваемый метод сво-
дится к расчету на прочность по МКЭ изотропных однородных тел, ко-
торый наиболее простой в реализации и требует меньше памяти ЭВМ, 
чем аналогичный расчет композитных тел с учетом их неоднородной 
структуры. Изложена процедура определения коэффициентов эквива-
лентности p  для ряда композитных пластин, балок и оболочек вращения. 
При построении упругих решений по МКЭ для изотропных однородных 
тел применяются высокоточные многосеточные конечные элементы, по-
рождающие дискретные модели малой размерности и решения с малой 
погрешностью. Скорректированные эквивалентные условия прочности 
имеют вид 1 1 2 2(1 ) (1 )bpn n pn      , где bn  – коэффициент запаса тела 

bV  и величины 1 , 2  отвечают приближенному решению, построенному 
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для тела bV . Реализация МКЭ для многосеточных дискретных моделей 
требует меньше ресурсов ЭВМ, чем для базовых. Приведен пример расче-
та балки регулярной волокнистой структуры.  

  
Ключевые слова: упругость, композиты, эквивалентные условия проч-

ности, многосеточные конечные элементы, пластины, балки, оболочки.  
 

METHOD OF EQUIVALENT STRENGTH CONDITIONS 
IN CALCULATIONS OF CONSTRUCTIONS  

WITH INHOMOGENEOUS REGULAR STRUCTURE 
 

А. D. Matveev 
 

Institute of Computational Modelling of Siberian Branch of RAS 
50/44, Akademgorodok, Krasnoyarsk, 660036, Russian Federation 

E-mail: mtv241@mail.ru 
 
Plates, beams and shells with non-uniform regular structure are widely 

used in aviation and rocket and space technology. At the preliminary design 
stage, it is initially important to know whether the design safety factor meets the 
specified strength conditions. To determine the margin factor, it is necessary to 
solve the elasticity problem for the designed structure by the finite element 
method (FEM), taking into account its inhomogeneous structure, which requires 
large computer resources. In this paper, we propose a method of equivalent 
strength conditions for calculating the static strength of elastic structures with a 
inhomogeneous regular structure. The proposed method is based on the 
statement. For any composite body 0V , there exists such an isotropic 

homogeneous body bV  and such a number p  (equivalence coefficient) that if 

the body bV  stock coefficient satisfies 0
bn  the equivalent strength conditions 

0
1 2bpn n pn  , then the body 0V  stock coefficient satisfies 0n  the given strength 

conditions 1 0 2n n n  , and Vice versa, 1n , 2n  – given, the coefficients 0
bn , 0n , 

meet the exact solutions of elasticity problems constructed for bodies 0V , bV . 
The method under consideration is reduced to the FEM strength calculation of 
isotropic homogeneous bodies, which is the easiest to implement and requires 
less computer memory than a similar calculation of composite bodies taking into 
account their inhomogeneous structure. The procedure for determining the 
equivalence coefficients for a number of composite plates, beams and shells of 
rotation is described. High-precision multigrid finite elements generating 
discrete models of small dimension and solutions with small error are used in 
the construction of elastic solutions according to FEM for isotropic 
homogeneous bodies. The adjusted equivalent strength conditions are of the 
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form 1 1 2 2(1 ) (1 )bpn n pn      , where bn  is the body bV  reserve coefficient 
and the values 1 , 2  correspond to the approximate solution constructed for 

the body bV . Implementation of FEM for multigrid discrete models requires less 
computer resources than for basic models. An example of calculating a beam 
with an inhomogeneous regular structure is given. 

 
Keywords: elasticity, composites, equivalent strength conditions, multigrid 

finite elements, plates, beams, shells. 
 

Введение 
 

Расчет на прочность конструкции является одним из важнейших на 
этапе эскизного проектирования [1], которое является технико-
экономическим обоснованием проекта конструкции. Как правило, расчет 
на прочность конструкций проводится по запасам прочности [1–3]. Со-
гласно этому расчету для коэффициента запаса 0n  проектируемой конст-
рукции 0V  заданные условия прочности имеют вид 

1 0 2n n n  ,                                                 (1) 
где 1 2,n n  – заданы, 1 1n  . 

На этапе эскизного проектирования конструктору в первую очередь 
важно знать, удовлетворяет или не удовлетворяет коэффициент запаса 0n  
проектируемой конструкции 0V  заданным условиям прочности (1). Если 
коэффициент 0n  удовлетворяет заданным условиям прочности, то счита-
ют, что конструкция 0V  не разрушается при заданных условиях эксплуата-
ции. Следует отметить, что в этом случае нет необходимости детально ис-
следовать напряженно-деформированное состояние (НДС) конструкции 

0V . Расчет на прочность конструкции 0V  сводится к нахождению ее коэф-
фициента запаса 0n  и проверке условий прочности (1) для коэффициента 

0n . Коэффициент запаса 0n  определяют по формуле 0 0/Tn     [1–3], где 

T  – предельное напряжение конструкции 0V  (предел текучести [3]), 0  – 
максимальное эквивалентное напряжение конструкции 0V . Отметим, что 
коэффициент запаса 0n  отвечает точному решению задачи упругости, 
сформулированной для конструкции 0V . Если максимальные эквивалент-
ные напряжения конструкций определяются приближенно, то в этом слу-
чае используются скорректированные условия прочности [4]. При анализе 
НДС композитных конструкций широко используют метод конечных эле-
ментов (МКЭ) [5–8]. Базовые дискретные модели композитных конструк-
ций, которые состоят из конечных элементов (КЭ) 1-го порядка и учиты-
вают их структуры в рамках микроподхода [9], имеют очень высокую  
размерность, что порождает трудности при реализации МКЭ на ЭВМ.  
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Для таких моделей эффективно используется метод многосеточных конеч-
ных элементов (ММКЭ) [10–12], в котором используются многосеточные 
конечные элементы (МнКЭ). Следует отметить, МКЭ есть частный случай 
ММКЭ. Следует отметить, что если при решении краевых задач по МКЭ 
используются МнКЭ, то в этом случае по сути реализуется ММКЭ. 

Для практики важно знать погрешность приближенного решения, ко-
торое используется в расчетах. Показано, что оценить погрешность при-
ближенных решений можно тогда, когда они мало отличаются друг от дру-
га и при этом образуют последовательность решений, которая быстро схо-
дится к точному решению. При построении таких последовательностей 
применяется процедура измельчения исходного разбиения области тела  
на КЭ. Процедура измельчения разбиений, построенных для микронеодно-
родной (волокнистой) структуры, сложная и труднореализуема. Так как 
волокна имеют малую толщину, то измельчение таких разбиений приводит 
к резкому увеличению размерностей дискретных моделей. Реализация 
МКЭ для таких моделей требует больших ресурсов ЭВМ. Кроме того, на 
закон измельчения накладываются определенные ограничения, связанные 
с тем, что на каждом шаге измельчения разбиений необходимо учитывать 
микронеоднородную структуру в рамках микроподхода. Как известно, 
процедура измельчения, применяемая для дискретных моделей однород-
ных изотропных тел, наиболее простая в реализации и требует меньше па-
мяти ЭВМ, чем для тел с микронеоднородной структурой (с учетом их 
структуры). В данной работе предложен метод эквивалентных условий 
прочности для статического расчета на прочность линейно упругой конст-
рукции 0V  с микронеоднородной регулярной структурой, состоящей из 

пластичных материалов. Для простоты изложения считаем, что тело 0V  
имеет волокнистую структуру. Показано, что расчет на прочность компо-
зитного тела 0V  сводится к расчету на прочность (с помощью МКЭ) изо-

тропного однородного тела bV . Тела 0V , bV  имеют одинаковые форму, 

размеры, закрепление и нагружение. Модули упругости тела bV  и волокна 
совпадают. В расчетах применяются скорректированные эквивалентные 
условия прочности вида 

1 1 2 2(1 ) (1 )bpn n pn      ,                                    (2) 
 

где 1 1 / (1 ) 1p     ; 2 1 1 / (1 )p     ; p  – коэффициент эквивалентности; 

bn  – коэффициент запаса тела bV ; / b
b Tn    ; T  – предел текучести во-

локна; b  – максимальное эквивалентное напряжение тела bV  (определяе-
мое с помощью МКЭ); p  – погрешность для напряжения b , 0 1p   . 

Показано, что если коэффициент запаса bn  изотропного однородного 

тела bV  удовлетворяет скорректированным эквивалентным условиям 
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прочности (2), то коэффициент запаса 0n  композитного тела 0V  (отвечаю-
щий точному решению задачи упругости) удовлетворяет заданным усло-
виям прочности (1). Таким образом, реализация предлагаемого метода 
сводится к построению скорректированных эквивалентных условий проч-
ности (2) и нахождению коэффициента запаса bn  тела bV , т. е. к определе-
нию коэффициента эквивалентности p  и к нахождению с помощью МКЭ 

максимального эквивалентного напряжения b  для тела bV  (с погрешно-
стью p ). Коэффициент эквивалентности p  находим по формуле 

0 / bp    , где 0  – максимальное эквивалентное напряжение тела 0V . Для 

нахождения напряжений 0  для композитного тела 0V  и b  для изотроп-

ного однородного тела bV  определяем по МКЭ с применением МнКЭ по-
следовательности решений, которые быстро сходится к точным, что дает 
возможность оценить погрешность полученных приближенных решений. 

Достоинства предлагаемого метода состоят в следующем. В расчетах 
используем изотропные однородные конструкции, которые имеют такие 
же формы и размеры, закрепления и нагружения, как композитные конст-
рукции. При анализе НДС изотропных однородных конструкций по МКЭ 
применяются МнКЭ, которые позволяют строить последовательности ре-
шений быстросходящиеся к точным. МнКЭ для изотропных однородных 
конструкций порождают дискретные модели малой размерности и при-
ближенные решения с малой погрешностью. Реализация МКЭ для таких 
дискретных моделей требует малых ресурсов ЭВМ. 

 
 

1. Основные положения для конструкций 
 

В работе рассматриваются трехмерные конструкции (тела), для кото-
рых выполняются следующие условия. 

Положение 1. Рассматриваются в декартовых системах координат 
трехмерные линейно упругие изотропные однородные и композитные тела 
(конструкции), которые состоят из пластичных материалов, имеют гладкие 
границы, статические нагружения и одинаковые условия эксплуатации. 
Функции нагружений тел являются гладкими функциями. Тела имеют гра-
ницы закрепления, которые не вырождаются в точки. Композитные тела 
состоят из разномодульных изотропных однородных тел, связи между ко-
торыми идеальны, т. е. на общих границах разномодульных однородных 
тел функции перемещений и напряжений являются непрерывными. Пере-
мещения, деформации и напряжения разномодульных тел отвечают соот-
ношениям Коши и закону Гука трехмерной линейной задачи теории упру-
гости [13]. Эквивалентные напряжения для упругих тел определяются  
по 4-й теории прочности [1]. 
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2. Эквивалентные условия прочности и эквивалентные  
по прочности конструкции,  

выраженные через коэффициенты запаса 
 

Пусть две упругие конструкции 1V  и 2V  имеют одинаковые форму, 
геометрические размеры, закрепления и статические нагружения, но отли-
чаются модулями упругости. Пусть для коэффициентов запаса 1n , 2n  соот-
ветственно конструкций 1V , 2V  заданы условия прочности 

1 1
1a bn n n  ,                                                   (3) 

2 2
2a bn n n  ,                                                  (4) 

где 1 2, 1a an n  ; 1 2,a an n , 1 2,b bn n  – заданы; коэффициент 1n  2( )n  отвечает точному 
решению задачи упругости, сформулированной для конструкций 1V  2( )V . 

Для конструкций 1V , 2V  введем следующие два определения. 
Определение 1. Если из выполнения условий (4) для коэффициента 2n  

следует выполнение условий (3) для коэффициента 1n  и наоборот, если из 
выполнения условий (3) для коэффициента 1n  следует выполнение усло-
вий (4) для коэффициента 2n , тогда условия прочности (3), (4) будем назы-
вать эквивалентными условиями прочности соответственно для конструк-
ций 1V , 2V . 

Определение 2. Пусть конструкции 1V , 2V , для которых соответствен-
но условия (3), (4) являются эквивалентными условиями прочности, не раз-
рушаются при одинаковых условиях эксплуатации. Тогда конструкции  

1V , 2V  будем называть эквивалентными по прочности. 
На практике эквивалентность по прочности конструкций 1V , 2V  озна-

чает, что вместо работающей конструкции 1V  можно использовать конст-
рукцию 2V , и наоборот. Отметим, что из двух эквивалентных по прочности 
конструкций целесообразно использовать в работе такую конструкцию, 
которая более технологична в изготовлении, отвечает заданным техниче-
ским требованиям и требует меньше финансовых затрат на изготовление 
и эксплуатацию. 

 
3. Теорема о существовании эквивалентных 

условий прочности 
 

Рассмотрим теорему, в которой доказывается существование эквива-
лентных условий прочности для упругих композитных конструкций (тел). 

Теорема 1. Пусть на трехмерное линейно упругое композитное  
тело 0V  (расположенное в декартовой системе координат Oxyz ) действуют 
заданные статические поверхностные силы q , т. е. силы, действующие  
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на незакрепленной части границы qS  тела 0V , и объемные силы p , где 

{ , , }T
x y zq q qq , { , , }T

x y zp p pp : xq , yq , zq , xp , yp , zp  – гладкие функции 

координат x , y , z . На границе uS  тела 0V  жестко закреплена, т. е. на uS : 
0u v w   , 0 u qS S S  , 0S  – гладкая граница тела 0V . Тело 0V  состоит 

из компонент iV , т. е. из пластичных разномодульных изотропных одно-
родных тел iV , где 1,...,i N , N  – общее число тел iV  тела 0V . Пусть мак-
симальное эквивалентное напряжение композитного тела 0V  возникает  
в теле V , 1 N   . Пусть для коэффициента запаса 0n  композитного тела 

0V  (который отвечает точному решению задачи упругости для тела 0V ) за-
даны условия прочности 

1 0 2n n n  ,                                                   (5) 
где 1 2,n n  – заданы, 1 1n  . 

Тогда существуют такое трехмерное упругое изотропное однородное 
тело bV  и такие числа 1

pn , 2
pn , что если коэффициент запаса 0

bn  тела bV  

(отвечающий точному решению задачи упругости для тела bV ) удовлетво-
ряет эквивалентным условиям прочности вида 

0
1 2
p p

bn n n  ,                                                 (6) 

то коэффициент запаса 0n  композитного тела 0V  удовлетворяет условиям 
прочности (5), и наоборот. Если коэффициента запаса 0n  композитного те-

ла 0V  удовлетворяет условиям (5), то коэффициент запаса 0
bn  изотропного 

однородного тела bV  удовлетворяет условиям (6), причем, между коэффи-
циентами запаса 0n , 0

bn  существует взаимно однозначная связь. 

Доказательство. Пусть однородное изотропное тело bV  и композит-
ное тело 0V  имеют одинаковые форму, размеры, закрепления и нагруже-

ния, но отличаются модулями упругости. Пусть модули упругости тела bV  
равны модулям упругости тела V  композитного тела 0V , 1 N   . Коэф-

фициенты запаса 0n , 0
bn  находим по формулам [1–3]: 

0 0/Tn    ,                                                (7) 

0 0/b T bn    ,                                                (8) 

где T  – предел текучести тела V  [3]; 0 , 0
b  – максимальные эквива-

лентные напряжения, возникающие соответственно в телах 0V , bV  и отве-
чающие точным решениям задач упругости. 

Пусть коэффициент 0n  удовлетворяет условиям прочности (5). Тогда 
подставляя (7) в (5) получим неравенства 
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1 2
0

Tn n


 


.                                                (9) 

Существует такое число p  (коэффициент эквивалентности), что 
0

0 / bp    .                                               (10) 
Учитывая (10) в (9), имеем 

1 20
T

b

pn pn


 


.                                          (11) 

Используя (8) в (11), получаем 
0

1 2bpn n pn  .                                          (12) 

Существуют такие числа 1
pn , 2

pn , что 

1 1
pn pn , 2 2

pn pn .                                      (13) 

Подставляя (13) в (12), получаем, что для коэффициента 0
bn  выполня-

ются условия (6). Итак, существуют такие числа 1
pn , 2

pn , что коэффициент 

запаса 0
bn  изотропного однородного тела bV  удовлетворяет условиям (6). 

Обратно, пусть коэффициент запаса 0
bn  тела bV  удовлетворяет усло-

виям прочности (6). Подставляя (8) в (6) и учитывая (10), (13), получим 

1 2
0

Tp
pn pn


 


. 

Откуда с учетом (7) следует выполнение для коэффициента запаса 0n  
композитного тела 0V  условий прочности (5). Итак, показано, что всякому 

коэффициенту 1 2( , )p p
bn n n  соответствует единственный коэффициент 

0 1 2( , )n n n , найденный по формуле (7), и наоборот, всякому коэффициенту 

0 1 2( , )n n n  соответствует единственный коэффициент 0
1 2( , )p p

bn n n , отве-

чающий формуле (8). Рассмотрим предельные случаи. Пусть 0
1
p

bn n . Ис-
пользуя соотношения (8), (13), (10) в последнем равенстве, получаем 

0 1/Tp pn   . Откуда с учетом (7) следует 0 1n n . Аналогично можно по-

казать, что если 0
2
p

bn n , то 0 2n n . Пусть 0 1n n . Используя (7), (10) в по-

следнем равенстве, получаем 0
1/T b pn   . Откуда с учетом (8), (13) выте-

кает 0
1
p

bn n . Аналогично можно показать, что если 0 2n n , то 0
2
p

bn n .  

Таким образом, между коэффициентами запаса 0n  и 0
bn  существует взаим-

но однозначная связь. Теорема 1 доказана. 
Эквивалентные условия прочности (6) можно представить через ко-

эффициент эквивалентности p  в виде 0
1 2bpn n pn  , построение которых 

сводится к нахождению коэффициента p . 
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Отметим, что условия (5), (6) являются эквивалентными условиями 
прочности соответственно для тел (конструкций) 0V , bV  (см. определение 1). 
Считают, что если 0n  удовлетворяет заданным условиям прочности (5), то 

конструкция 0V  не разрушается при эксплуатации. Пусть конструкция bV  

не разрушается при эксплуатации. Тогда конструкции 0V , bV  являются эк-
вивалентными по прочности (см. определение 2). 

Итак, доказано существование эквивалентных условий прочности для 
композитных тел (конструкций), имеющих любую структуру, форму, лю-
бые размеры, статические нагружения и закрепления, которые отвечают 
выше сформулированным положению 1 и условиям теоремы 1. Следует  
отметить, что для всякой композитной конструкции 0V  всегда можно по-

строить изотропную однородную конструкцию bV , т. е. всегда для конст-
рукции bV  можно задать по определенным правилам форму, размеры,  
нагружение, закрепление и модули упругости. Однако в общем случае,  
эквивалентные условия прочности для изотропной однородной конструк-
ции bV  можно построить лишь только для заданных усилий q , p , что не-

практично. Это связано с тем, что напряжения 0 , 0
b  и p  отвечают задан-

ному нагружению q , p  конструкций bV , 0V  (см. формулы (10), (13)). 
Замечание 1. Пусть найдено значение p  и максимальное эквивалент-

ное напряжение 0
b  конструкции bV . Тогда для конструкции 0V  по форму-

ле (10) определяем максимальное эквивалентное напряжение 0 , т. е. 
0

0 bp   , и затем по формуле (7) вычисляем коэффициент запаса прочно-

сти 0n , т. е. 0
0 / ( )t bn p   , что важно знать при проектировании конструк-

ции 0V . 
 

4. Скорректированные условия прочности,  
учитывающие погрешность напряжений 

 

В общем случае (например, для тел сложной формы) построить ана-
литические решения трехмерной задачи теории упругости очень трудно. 
Однако, с помощью МКЭ [5–8] и ММКЭ [10–12] можно построить при-
ближенные решения задач теории упругости с заданной погрешностью для 
напряжений. Следует отметить, что при проектировании ряда конструкций 
(например, конструкций минимального веса) нарушение заданных условий 
прочности (5), т. е. эквивалентных условий прочности (6), недопустимо. 
Эквивалентные условия прочности (6) не учитывают погрешность при-
ближенных решений, что порождает трудности при их выполнении. 

Пусть для коэффициента запаса упругой конструкции bV  заданы ус-
ловия прочности вида 
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0
1 2
p p

bn n n  ,                                               (14) 

где 1
pn , 2

pn  – заданы; 0
bn  – коэффициент запаса прочности конструкции bV , 

отвечающий точному решению трехмерной задачи упругости (сформули-
рованной для данной конструкции). 

В теореме 2 сформулированы скорректированные условия прочности, 
учитывающие погрешность приближенных решений. Для удобства и не-
прерывности изложения в теореме 2 используются обозначения, введенные 
в теореме 1. 

Теорема 2. Пусть для упругой конструкции bV  заданы условия проч-
ности (14) и определено максимальное эквивалентное напряжение b , от-
вечающее приближенному решению задачи упругости. Пусть 

1 2

| |  p p p p

n
C

n n


    


,                                     (15) 

где 2 1| |p pn n n   , 1
pn , 2

pn  – заданы;   – относительная погрешность для 
напряжения b , т. е. 

0

0
b b

b

 
 


,                                                (16) 

где 0
b  – максимальное эквивалентное напряжение конструкции bV , отве-

чающее точному решению задачи упругости, напряжения 0
b , b  опреде-

ляются по 4-й теории прочности, p  – оценка для погрешности  . 

Пусть коэффициент запаса bn  конструкции, отвечающий приближен-
ному решению, удовлетворяет скорректированным условиям прочности 
вида 

1 2

1 1

p p

b
p p

n n
n 

   
,                                         (17) 

где /b T bn    , T  – предел текучести. 

Тогда коэффициент запаса 0
bn  конструкции, отвечающий точному ре-

шению, удовлетворяет заданным условиям прочности (14), где 00 / bTbn  . 

Доказательство. Из (16) следует 0(1 ) b b     . Отсюда получаем 

0 (1 )b bn n   .                                              (18) 

Отметим, что в (15) 1pC  . Пусть 0  такое, что 0 | |   . Тогда в силу 

(15) имеем соотношения 

00  | |  1p       .                                       (19) 

Принимая в (18) последовательно 0   , 0   , введем коэффици-
енты 
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1 0(1 )r
bn n   , 2 0(1 )r

bn n   ,                              (20) 

Тогда в силу (18), (20) получаем 
0

1
r

bn n  или 0
2
r

bn n .                                       (21) 

Введем коэффициенты 1
dn , 2

dn  по формулам 

1 (1 )d
p bn n   , 2 (1 )d

p bn n   .                            (22) 

В силу, что 0 1g   , 0bn  , из (22) следует 

2 1
d dn n .                                                 (23) 

Пусть для коэффициента bn  выполняются условия прочности (17),  
т. е. пусть 

1 (1 )p
p bn n   , 2(1 ) p

p bn n   . 

Тогда для коэффициентов 1
dn , 2

dn  с учетом (23) выполняются неравен-
ства 

1 1 2 2
p d d pn n n n   .                                           (24) 

Из сравнивая (20), (22) с учетом (19), следуют неравенства 

1 1
d rn n , 2 2

r dn n . 

Отсюда, учитывая, что согласно (19) 1 2
r rn n , получаем 

1 1 2 2
d r r dn n n n   .                                            (25) 

Тогда в силу (24), (25) выполняются неравенства 

1 1 2 2
p r r pn n n n   .                                           (26) 

Из выполнения (26) с учетом (21) следует выполнение заданных усло-
вий прочности (14) для коэффициента запаса 0

bn . Ограничения на параметр 

p  находим из предположения существования условий прочности (17),  

т. е. пусть 

1 2

1 1

p p

p p

n n


   
.                                              (27) 

Откуда следует 

1 2
p p p p

n
C

n n


  


.                                          (28) 

Отметим, что поскольку 2 1 1p pn n  , то из (28) следует 0 1pC  . Ес-

ли p pC  , то диапазон для варьирования значений коэффициента bn  ра-

вен нулю, т. е. в этом случае 1 2( ) / 2p p
bn n n  , что трудно выполнить  
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на практике при заданных 1
pn , 2

pn . Итак, при p pC   возможно выполне-

ние заданных условий прочности (14) для коэффициента 0
bn  с применени-

ем скорректированных условий прочности (17) и приближенного решения, 
которое порождает для напряжения b  такую погрешность  , что 
| |  p   . Теорема 2 доказана. 

 
5. Скорректированные эквивалентные условия прочности, 

учитывающие погрешность напряжений 
 

На практике для решения задач теории упругости, сформулированных 
для трехмерных композитных конструкций, применяются численные ме-
тоды, например, ММКЭ [10–12], которые порождают решения с малой по-
грешностью. В связи с этим возникает необходимость учитывать погреш-
ность решений в эквивалентных условиях прочности. В работе [14] рас-
сматриваются эквивалентные условия прочности без учета погрешности 
приближенных решений. Используя результаты работы [4], и на основе 
теорем 1, 2 сформулируем скорректированные эквивалентные условия 
прочности, которые учитывают погрешность решений. Скорректирован-
ные эквивалентные условия прочности отражает следующая теорема, в ко-
торой используются обозначения, введенные в теоремах 1, 2. 

Теорема 3. Пусть для коэффициента запаса упругой изотропной одно-
родной конструкции bV  определены эквивалентные условия прочности 
вида 

0
1 2
p p

bn n n  ,                                                (29) 

где 1
pn , 2

pn  – заданы (т. е. определен параметр p , см. теорему 1); 0
bn  – ко-

эффициент запаса прочности конструкции bV , отвечающий точному ре-
шению трехмерной задачи упругости (сформулированной для конструкции 

bV ). Пусть для конструкции bV  определено максимальное эквивалентное 
напряжение b , отвечающее приближенному решению задачи упругости. 
Пусть 

1 2

| |  p p p p

n
C

n n


    


,                                       (30) 

где 2 1| |p pn n n   ,   – относительная погрешность для напряжения b ,  

т. е. 0 0( ) /b b b      , где 0
b  – максимальное эквивалентное напряжение 

конструкции bV , отвечающее точному решению задачи упругости, p  – 

оценка для погрешности  . 
Пусть коэффициент запаса bn  конструкции, отвечающий приближен-

ному решению, удовлетворяет скорректированным эквивалентным усло-
виям прочности вида 
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1 2

1 1

p p

b
p p

n n
n 

   
.                                         (31) 

где /b T bn    , T  – предел текучести. 

Тогда коэффициент запаса 0
bn  конструкции, отвечающий точному ре-

шению, удовлетворяет эквивалентным условиям прочности (29), где 
0 0/b T bn    . 

Доказательство теоремы 3 аналогично доказательству теоремы 2. От-
метим, что p  можно рассматривать как максимальную погрешность для 

максимального эквивалентного напряжения b  конструкции bV . Соотно-
шения (31) представим в виде 

1 1 2 2(1 ) (1 )p p
bn n n      , 

или, учитывая (13), имеем 

1 1 2 2(1 ) (1 )bpn n pn      ,                                   (32) 

где величины 1 , 2  определяются с помощью погрешности p  напряже-

ния b  по формулам 

1
1

1
1 p

  
 

, 2
1

1
1 p

  
 

, 0 1p   ,                        (33) 

где p  – коэффициент эквивалентности. 

 
6. Основные положения метода  

эквивалентных условий прочности 
 

Кратко рассмотрим основные положения метода эквивалентных усло-
вий прочности. Для простоты изложения считаем, что закрепленная, ста-
тически нагруженная трехмерная упругая конструкция 0V  имеет регуляр-
ную волокнистую структуру. Пусть волокна являются изотропными одно-
родными телами и имеют одинаковые модули упругости. Пусть изотроп-
ная однородная конструкция bV  и конструкция 0V  имеют одинаковые фор-
му, размеры, заданные закрепления и нагружения, но отличаются модуля-
ми упругости. Модули упругости конструкции bV  равны модулям упруго-
сти волокна композитной конструкции 0V . Коэффициент эквивалентности 
p  определяется по формуле 0 / bp    , где 0 , b  – максимальные 

эквивалентные напряжение соответственно тел 0V , bV . Напряжения 0 , b  
определяются с помощью МКЭ, т. е. с некоторой погрешностью,  
которая учитывается в скорректированных эквивалентных условиях проч-
ности (32). 
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Итак, предлагаемый метод сводится к построению скорректирован-
ных эквивалентных условий прочности (32) и определению коэффициента 
запаса bn , т. е. к определению коэффициента эквивалентности p  и к опре-
делению с помощью МКЭ максимального эквивалентного напряжения b  

для изотропного однородного тела bV  с погрешностью p . Отметим, что 

процедура нахождения напряжения 0  по МКЭ для тела 0V  с учетом его 
микронеоднородной (волокнистой) структуры требует больших ресурсов 
ЭВМ. В связи с этим для нахождения коэффициента p  предлагается сле-
дующая процедура. Для композитного тела 0V  определяем последователь-

ность композитных тел 1{ }N
n nV   и последовательность изотропных одно-

родных тел 1{ }b N
n nV  , для которых выполняются следующие условия. Имеем 

1n nV V  , 1
b b

n nV V  , 1,..., 1n N  . Тела NV  и 0V  имеют одинаковую форму, 
размеры, микронеоднородную структуру, одинаковое закрепление и на-
гружение, т. е. 0NV V . Изотропные однородные тела bV , b

NV  имеют оди-
наковые форму, размеры, модули упругости, закрепление и нагружение, 
т. е. b b

NV V . Область тела nV  состоит из конечного числа регулярных яче-
ек композитного тела 0V , имеет такой же характер закрепления и нагруже-

ния, как тело 0V , 1,...,n N . Тела nV , b
nV  имеют одинаковые форму, разме-

ры, закрепление и нагружение, модули упругости тела b
nV  равны модулям 

упругости волокна, 1,...,n N . Для двух тел b
nV  и nV  определяем коэффи-

циент np  по формуле / b
n n np    ; где n , b

n  – максимальные эквивалент-

ные напряжения соответственно тел nV  и b
nV , найденные с помощью МКЭ, 

1,  2,  3, ...n  . Отметим, что поскольку 0nV V , b b
n NV V , то размерности 

дискретных моделей тел nV  и b
nV  меньше размерностей дискретных моде-

лей тел 0V , b
NV . Очевидно, что np p  при n N . Пусть последователь-

ность 1{ }N
n np   быстро сходится к p  и пусть 1| | /n n n np p p    малая вели-

чина. Тогда принимаем np p . Для нахождения напряжения b  для изо-
тропного однородного тела определяем по МКЭ с применением МнКЭ по-
следовательность решений, которая быстро сходится к точному, что дает 
возможность оценить погрешность полученного решения. 

 
7. Процедура определения коэффициента эквивалентности  

для ряда композитных пластин, балок и оболочек 
 

Рассмотрим композитные прямоугольные пластины постоянной тол-
щины (как обобщение – трехмерные тела формы прямоугольного паралле-
лепипеда), круговые цилиндрические оболочки постоянной толщины  
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и прямолинейные балки, которые имеют постоянное сечение сложной фор-
мы. Рассмотрим в декартовой системе координат Oxy  широко используе-
мые на практике четыре конструкции волокнистой регулярной структуры. 
Пусть прямоугольная пластина (1)

0V  размерами 0 0a b  закреплена при 

0y   (рис. 1). Прямоугольные области (1)
nV , (1)b

nV  для пластины (1)
0V  имеют 

размеры n na b , где 0n na a  , 0n nb b  , 0 1n   , 1,...,n N . 

 

 

Рис. 1. Прямоугольная  

пластина (1)
0V  

Рис. 2. Трехмерное тело (2)
0V  

 
        

При 0y   области (1)
nV , (1)b

nV  закреплены. Две смежные стороны об-

ластей (1)
nV , (1)b

nV  лежат на осях Ox , Oy , рис. 1. Пусть трехмерное тело 
(2)

0V  формы прямоугольного параллелепипеда размерами 0 0 0a b с   закре-

плено при 0z   (рис. 2). Области (2)
nV , (2)b

nV  формы прямоугольного па-

раллелепипеда для тела (2)
0V  имеют размеры n n na b c  , где 0n na a  , 

0n nb b  , 0n nc c  , 0 1n   , 1,...,n N . При 0z   области (2)
nV , (2)b

nV  

закреплены. Три смежные грани областей (2)
nV , (2)b

nV  лежат в плоскостях 

Oxy , Oxz  и Oyz , рис. 2. Круговая цилиндрическая оболочка (3)
0V  постоян-

ной толщины и длиной 0L  закреплена при 0y   (рис. 3). Области (3)
nV , 

(3)b
nV  есть часть оболочки (3)

0V  длины nL , где 0n nL L  , 0 1n   , 

1,...,n N . При 0y   области (3)
nV , (3)b

nV  закреплены. рис. 3. Прямолиней-

ная балка (4)
0V  постоянного сечения типа двутавр (рис. 4). При 0y   балка 

закреплена. Области (4)
nV , (4)b

nV  есть часть балки (4)
0V  длины nL , где 

0n nL L  , 1 1n   , 1,...,n N . Тело ( )k
nV  состоит из конечного числа ре-
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гулярных ячеек неоднородной структуры конструкции ( )
0

kV , модули упру-

гости изотропного однородного тела ( )k b
nV  равны модулям упругости во-

локна конструкции ( )
0

kV , имеем ( ) ( )
0

k k
NV V , ( ) ( )

0
k b k b

NV V . 
 

Рис. 3. Оболочка (3)
0V  Рис. 4. Балка )4(

0V  
 
Композитное тело ( )

0
kV  и изотропное однородное тело ( )k b

NV  имеют 
одинаковые форму, размеры, закрепление и нагружение, 1,...,n N , 

1,...,4k  . Коэффициент ( )k
np  для тела ( )k

nV  находим по формуле 
( ) ( ) ( )/k k k b
n n np    , где ( )k

n , ( )k b
n  – максимальные эквивалентные напряже-

ния тел ( )k
nV , ( )k b

nV , 1,...,n N , 1,...,4k  . Пусть ( ) ( ) ( ) ( )
1| | /k k k k

n n n np p p    ма-

лая величина. Тогда принимаем ( ) ( )k k
np p , где ( )kp  – коэффициент экви-

валентности для конструкции ( )
0

kV . 
Замечание 1. Для тел с микронеоднородной структурой и больших 

размеров при нахождении коэффициента эквивалентности по МКЭ целе-
сообразно применять МнКЭ [15], например, трехсеточные КЭ (3сКЭ), че-
тырехсеточные КЭ (4сКЭ), пятисеточные КЭ (5сКЭ) и т. д. 

 
8. Результаты численных экспериментов 

 

Рассмотрим модельную задачу о расчете на прочность балки 0V  с 
микронеоднородной волокнистой решетчатой регулярной структуры раз-
мерами 96 1152 96h h h  , h  – задано, рис. 5. Балка 0V  состоит из пластич-
ных материалов, имеет квадратное сечение размерами H H , где 96H h . 
Регулярная ячейка микронеоднородной структуры балки 0V  имеет размеры 
6 6 6h h h  , по ребрам которой расположены волокна сечением h h . Та-
ким образом, балка армирована изотропными однородными ортогональ-
ными волокнами, внутри области – сечением 2 2h h , на границе – 2h h  и 
h h , расстояние между волокнами равно 4h . При 0y  : 0u v w   , т. е. 
в плоскости xOz , балка 0V  закреплена. 
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Пусть для коэффициента запаса 0n  балки 0V  заданы условия прочно-
сти вида 

01,3 3,2n  .                                                 (34) 

Для балки 0V  используем следующие исходные данные: 

0,417h  ; 5T  ; 10vE  , 1cE  , 0,3c v    , 

1152 480L h  , 96 40H h  .                                  (35) 

где cE , vE  ( c , v ) – модули Юнга (коэффициенты Пуассона) соответст-
венно связующего материала и волокон; T  – предел текучести волокна. 

Считают [16], что если толщина волокон меньше 0,5 мм, то такие  
волокна образуют микронеоднородную структуру. Пусть 480 ммL  , 

40 ммH  , тогда 0,417h   мм, т. е. балка 0V  размерами 
4 см 48 см 4 см   имеет микронеоднородную регулярную волокнистую 
структуру. 

 

 
 

Рис. 5. Балка 0V  

 
На поверхности z H , 0,5L y L   балки действует равномерная по-

верхностная нагрузка 0,055zq   (прямой изгиб балки). Базовое регулярное 
разбиение 0R  балки 0V  состоит из КЭ eV  1-го порядка формы куба со сто-
роной h  [6], в которых реализуется трехмерное НДС. Разбиение 0R  учи-
тывает микронеоднородную структуру балки, порождает равномерную ор-
тогональную мелкую (базовую) сетку размерности 97 1153 97   и дис-
кретную модель с общим числом узловых неизвестных МКЭ 

0 32517504N  , ширина ленты системы уравнений (СУ) МКЭ равна 

0 28524b  . Реализация МКЭ для базовой модели 0R  (более 32 млн узло-
вых неизвестных) требует больших ресурсов ЭВМ. Построение последова-
тельности решений связано с применением процедуры измельчения раз-
биений, которая для композитной структуры балки 0V  является сложной и 
труднореализуемой, так как каждый шаг измельчения приводит к резкому 
увеличению размерности дискретной задачи. Отметим, что шаг базового ре-
гулярного разбиения 0R  композитной балки 0V  не может быть больше h , 
так как самое мелкое волокно имеет сечение h h . 
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Для расчета балки 0V  используем метод эквивалентных условий проч-
ности с применением МнКЭ, которые порождают дискретные модели ма-
лой размерности и решения с малой погрешностью. В расчетах используем 
лагранжевый двухсеточный КЭ (2сКЭ) (2)V  формы куба со стороной 6h  
[10; 15]. Кратко рассмотрим в локальной декартовой системе координат 
Oxyz , рис. 6, процедуру построения 2сКЭ (2)V  размерами 6 6 6h h h  , ко-
торый содержит одну регулярную ячейку микронеоднородной структуры 
балки 0V . 

 

 
 

Рис. 6. Мелкая и крупная  

сетки 2сКЭ (2)V  

 
В процедуре используем равномерную мелкую сетку h  с шагом h  

размерности 7 7 7   и крупную сетку H , вложенную в мелкую, H h  . 
На рис. 6 показана мелкая сетка h  и крупная H , которая имеет 12 узлов, 
которые отмечены точками. Мелкая сетка h  порождена базовым разбие-

нием R  2сКЭ (2)V , которое состоит из КЭ iV   1-го порядка формы куба 
со стороной h  (в которых реализуется трехмерное НДС, 1,..., ,i M  M  – 

общее число КЭ iV  , 216M  ) и учитывает его микронеоднородную 
структуру. На разбиении R  с помощью метода конденсации [5] строим 
суперэлемент G . Полную потенциальную энергию Пg  суперэлемента G  

запишем в виде 
1

П ( ) [ ]
2

T T
g g g g g g gK q q q q P ,                                 (36) 

где [ ]gK  – матрица жесткости; gP , gq  – вектор узловых сил и перемеще-

ний суперэлемента G . 
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На границе суперэлемента G  определена крупная сетка H , для узлов 
которой введена целочисленная система координат ijk , рис. 6. Базисная 
функция ( , , )ijk ijkN N x y z  для узла , ,i j k  крупной сетки H  имеет вид [15] 

( ) ( ) ( )ijk i j kN L x L y L z ,                                     (37) 

где , 1,  2i k  ; 1,  2,  3j  ; 
2

1,

( )i
ii

x x
L x

x x


 




 ; 
3

1,

( )j
jj

y y
L y

y y


 




 ; 

2

1,

( )k
kk

z z
L z

z z


 




 ; ( , , )i j kx y z  – координаты узла , ,i j k  сетки H  в сис-

теме координат Oxyz . 

Шаг крупной сетки H  2сКЭ (2)V  по осям Ox , Oz  равен 6h , по оси 
Oy  – 3h , т. е. по осям Ox , Oz  лагранжевый 2сКЭ имеет первый порядок 
аппроксимаций, по оси Oy  – второй порядок. Обозначим: q  – вектор уз-

ловых перемещений сетки H , т. е. узловых перемещений 2сКЭ (2)V .  
С помощью аппроксимаций функций перемещений вида (40), построенные 
на крупной сетке H , между векторами q , gq  установим связь 

[ ]g gA
q q ,                                                (38) 

где [ ]gA  – прямоугольная матрица. 

Подставляя (38) в (36), получим П П ( )g g  q . Из условия минимиза-

ции потенциальной энергии П ( )g q , т. е. из выполнения 

П ( ) / 0g    q q , следует соотношение [ ] K  q F , где 

[ ]Tg gA
 F P , [ ] [ ] [ ][ ]T

g g gK A K A 
  ,                          (39) 

где [ ]K  – матрица жесткости; F  – вектор узловых сил 2сКЭ (2)V . 

Замечание 2. Решение, построенное для крупной сетки H  2сКЭ (2)V , 
с помощью формулы (42) проецируется на мелкую сетку h  базового раз-
биения 2сКЭ, что дает возможность вычислять напряжения в любом КЭ 

iV   базового разбиения ДвКЭ (2)V . 
Замечание 3. В силу (42) размерность вектора q  (т. е. размерность 

2СКЭ (2)V ) не зависит от общего числа M  КЭ iV  , т. е. от размерности 

разбиения R . Поэтому для учета в 2сКЭ (2)V  сложной неоднородной 
структуры можно использовать сколь угодно мелкие базовые разбиения aR , 

состоящие из КЭ iV  . В этом случае в 2сКЭ (2)V  сколь угодно точно опи-
сывается трехмерное напряженное состояние (без введения дополнитель-
ных упрощающих гипотез). 
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Для композитной балки 0V  определяем изотропное однородное тело bV  

(балку bV ). Тела 0V , bV  имеют одинаковые форму, размеры, закрепление и 

нагружение, модули упругости тела bV  равны модулям упругости волокна. 
Для однородного тела bV  строим последовательность базовых регулярных 
разбиений 0

1{ }N
n nR  . Разбиение 0

nR  имеет размерность ( ) ( ) ( )
1 2 3

n n nn n n  , где 

( )
1 6 1nn n  , ( )

2 72 1nn n  , ( )
3 6 1nn n  , 1,...,n N .              (40) 

Шаги базовой сетки по осям Ox , Oy , Oz  равны ( ) / (6 )n
xh H n , 

( ) / (72 )n
yh L n , ( ) / (6 )n

zh H n , так как 12L H , то ( ) ( ) ( )n n n
n x y zh h h h   , 

1,...,n N . На основе базового разбиения 0
nR  для тела bV  строим двухсе-

точную дискретную модель b
nR  ( 1,..., )n N , состоящую из 2сКЭ (2)V . При 

16N   получаем базовое разбиение 0R . Для дискретной модели b
nR  нахо-

дим решения b
nw , b

n , где b
nw , b

n  – максимальные перемещение и эквива-

лентное напряжение модели b
nR , 1,...,12n  . Эквивалентные напряжения 

определяем по 4-й теории прочности. Результаты расчетов представлены  
в табл. 1, где обозначено: , (%)w n , , (%)n  – относительные погрешности 

перемещения b
nw  и напряжения b

n  для модели b
nR , определяемые по фор-

мулам 

, 1(%) 100% | | /b b b
n n n n        ,  

, 1(%) 100% | | /b b b
w n n n nw w w    ,  

2,...,12n  .                                                 (41) 

Анализ результатов расчетов (см. таблицу) показывает быструю схо-
димость приближенных решений ( b

nw , b
n ) к точному. Напряжения 

11 0,695b   и 12 0,718b  , отличаются на 3,348 %. Тестовые расчеты пока-

зывают, что в этом случае напряжение 12
b  определено с погрешностью не 

более 10 %, т. е. принимаем 0,1p  . Тогда согласно (33) получаем 

1 0,11  , 2 0,10  . Скорректированные эквивалентные условия прочности 
(32) для 1 0,11  , 2 0,1   имеют вид 

1 21,11 0,9bpn n pn  ,                                       (42) 

где bn  – коэффициент запаса тела bV , определяемый с помощью МКЭ. 

Отметим, что двухсеточная дискретная модель 12
bR , состоящая из 

2сКЭ (2)V , 1,...,20736  , и построенная на основе базового разбиения 
0
12R , имеет 12 146016bN   узловых неизвестных МКЭ, ширина ленты СУ 
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МКЭ равна 12 1059b  . Реализация МКЭ для дискретной модели 12
bR  требу-

ет в 0 0

12 12

32517504 28524
5998,34

146016 1059b

N b
k

N b

 
  


 раз меньше объема памяти 

ЭВМ, чем для базовой модели 0R  балки 0V , что показывает высокую эф-

фективность применения 2сКЭ (2)V  в расчетах. 
 

Результаты расчетов изотропной однородной балки bV  
 

b
nR  b

nw  , (%)w n  b
n  , (%)n  b

nR  b
nw  , (%)w n  b

n  , (%)n  

bR1  143,666 – 0,307 – bR7  161,839 0,107 0,589 5,739 
bR2  156,886 9,202 0,403 31,304 bR8  161,952 0,070 0,618 5,000 
bR3  159,799 1,857 0,435 7,921 bR9  162,032 0,050 0,646 4,500 
bR4  160,872 0,672 0,481 10,668 bR10  162,089 0,036 0,671 3,930 
bR5  161,383 0,317 0,521 8,393 bR11  162,133 O,027 0,695 3,648 
bR6  161,665 0,175 0,557 6,880 bR12  162,165 0,020 0,718 3,348 

 
Коэффициент эквивалентности р для композитной балки 0V  определя-

ем с помощью процедуры, которая для балок кратко описана в п. 7. Стро-
им последовательности композитных тел (0)

1{ }N
n nV   и изотропных однород-

ных тел (0)
1{ } ,b N

n nV   (0) (0)
1 0...n nV V V    , (0) (0)

1 ...b b b
n nV V V    , 1,...,n N , 

(0)
0NV V , (0)b b

NV V . Тела (0)
nV , (0)b

nV  имеют одинаковые форму, размеры, 

закрепление и нагружение, модули упругости тела (0)b
nV  равны модулям 

упругости волокна. 
Области (0)

nV , (0)b
nV  имеют характерные размеры nH L H  , т. е. от-

личаются от области балки 0V  лишь только одним характерным размером 

nL , рис. 7. Тело (0)
nV  состоит из конечного числа регулярных ячеек микро-

неоднородной структуры балки 0V . Тела (0)
nV , (0)b

nV  имеют такое же закре-

пление как балка 0V , т. е. при 0y   тела (0)
nV , (0)b

nV  жестко закреплены. 
 

 
Рис. 7. Области (0)

nV , (0)b
nV  
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Для тел (0)
nV , (0)b

nV , 1,  2,  3n  , используем три базовых регулярных 
разбиения соответственно размерностей: 97 577 97  , 97 721 97   и 
97 865 97  , на основе которых (с применением 2сКЭ (2)V ) строим двух-

сеточные дискретные модели (0)
nR , (0)b

nR . Коэффициенты np  находим по 

формуле (0) (0)/ b
n n np    , где (0)

n , (0)b
n  – максимальные эквивалентные 

напряжения моделей (0)
nR , (0)b

nR , 1,  2,  3n  . В результате расчетов получа-
ем: 1 3,030p  , 2 3,075p  , 3 3,104p  . Относительные погрешности для 
найденных коэффициентов 1p , 2p , 3p  равны 

 

2 2 1 2(%) 100% | | / | 3,075 3,030 | /3,075 1,463%p p p       , 
 

3 3 2 3(%) 100% | | / | 3,104 3,075 | /3,104 0,934%p p p       . 
 

Поскольку 1 2 3p p p   и 3  самая малая величина, то принимаем 

3 3,104p p  . Подставляя в (42) 3,104p  , 1 1,3n  , 2 3,2n  , получаем 

4,479 8,939bn  .                                           (43) 

Коэффициент запаса однородного тела bV  равен 12/ b
b Tn      

 5 / 0,718 6,963  , который удовлетворяет скорректированным эквива-
лентным условиям прочности (43). Это означает, что коэффициент 
запаса 0n  композитной балки 0V  удовлетворяет заданным условиям проч-
ности (34). 

Проведем проверочные расчеты. На основе базового разбиения 0R  

балки 0V  с применением 2сКЭ (2)V  строим двухсеточные дискретные мо-

дели: композитную 16R  и изотропную однородную 16
bR , отвечающие зако-

ну измельчения (40) при 16n  . Считаем, что напряжения 16 2,493  , 

16 0,799b   отвечают точным решениям, т. е. 0 16   , 16
b

b   . Тогда  
коэффициент запаса для композитного тела 0V  равен 

0 0/ 5 / 2,493 2,005Tn      , т. е. 0n  удовлетворяет заданным условиям 
прочности (34). Коэффициент эквивалентности 0p  (отвечающий точным 
решениям) для балки 0V  равен 0 0 / 2,493 / 0,799 3,119bp      . Отметим, 
что коэффициенты 3,104p  , 0 3,119p   отличаются на 0,48 %, т. е. в са-
мом деле, можно принять 0p p . 

Рассмотрим эффективность предлагаемого метода. Размерность дис-
кретной модели (2)

0R  равна 326400, ширина ленты СУ МКЭ равна 1756. 

Число узловых неизвестных МКЭ дискретной модели 12
bR  (дискретных мо-

делей (0)
3R , (0)

3
bR ) равно 146016, ширина ленты СУ МКЭ – 1059. Реализа-

ция метода эквивалентных условий прочности требует в 
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2
326400 1756

3,706
146016 1059

k


 


 раз меньше ресурсов ЭВМ, чем расчет балки 0V  

на прочность по известной процедуре. 
 

Заключение 
 

Показано применение метода эквивалентных условий прочности для 
расчета на статическую прочность конструкций с микронеоднородной во-
локнистой регулярной структурой при заданных условиях прочности. Реа-
лизация метода сводится к расчету на прочность изотропных однородных 
тел с применением эквивалентных условий прочности, построенных на ос-
нове заданных. При расчете однородных тел по МКЭ используются МнКЭ, 
которые порождают дискретные модели малой размерности и решения  
с малой погрешностью. Реализация предлагаемого метода требует малых 
временных затрат и ресурсов ЭВМ. 
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Работа посвящена изучению классов групп, введенных В. П. Шунко-

вым. Условие конечности в таких группах накладывается как на подгруп-
пы, порожденные некоторыми двумя элементами в группе, так и на сис-
темы некоторых локально конечных подгрупп, на силовские подгруппы и 
централизаторы элементов. Приводятся результаты, касающиеся этих 
классов групп; примеры групп из изучаемых классов и разделяющих эти 
классы. Результаты статьи найдут применение при изучении бесконеч-
ных групп с условиями конечности.  
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The work is devoted to the study of classes of groups introduced by V.P. 
Shunkov. The finiteness condition in such groups is imposed both on the 
subgroups generated by some two elements in the group, and on the systems of 
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some locally finite subgroups, on Sylow subgroups and centralizers of elements. 
The paper presents results concerning these classes of groups. Examples of 
groups from studied classes and separating these classes are given. The results 
of the article will find application in the study of infinite groups with finiteness 
conditions. 

 
Keywords: group, involution, finiteness condition, group of Shunkov. 
 
За время работы в Красноярске Владимир Петрович Шунков ввел 

большое количество классов групп и условий конечности. Целью данной 
работы мы поставили приведение определений этих классов с примерами и 
свойствами. Также будут приведены примеры, разделяющие эти классы 
групп.  

Владимир Петрович Шунков начал вводить новые классы групп пять-
десят лет назад.  

 
Класс бипримитивно конечных групп 

 
В работе 1970 года [1] В. П. Шунков использует термин бипримитив-

но конечные группы относительно числа p для класса групп, в котором для 
периодической группы G и некоторого простого числа р, удовлетворяю-
щим условию: если H подгруппа из G, N – инвариантная экстремальная 
подгруппа в H, то в фактор-группе H/N любые два элемента порядка p по-
рождают конечную подгруппу. Если G бипримитивно конечна относи-
тельно любого p  G , то группа G в 1970 г. называлась бипримитивно 

конечной [1]. 
Сам В. П. Шунков для класса бипримитивно конечных групп доказал 

первый результат о том, что свойство быть экстремальной в таких  
р-группах переносится с централизатора некоторого элемента простого 
порядка на всю группу (В. П. Шунков [1]). 

Экстремальной во время написания статьи В. П. Шункова называлось 
конечное расширение абелевой группы с условием минимальности для 
подгрупп (в дальнейшем эти группы получили название черниковских или 
групп Черникова).  

Для бипримитивно конечных р-групп (а при р = 2 для произвольных 
2-групп)доказано, что если они обладают конечной максимальной элемен-
тарной абелевой подгруппой, то являются экстремальными. 

В. П. Шунков также установил существование бесконечных абелевых 
подгрупп в бесконечных бипримитивно конечных группах (В. П. Шунков 
[2]).  

А. И. Созутов и В. П. Шунков в работе [3] установили локальную  
конечность бипримитивно конечных групп, у которых все собственные 
бесконечные подгруппы абелевы: 
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М. В. Носков обобщил предыдущую теорему А. И. Созутова – В. П. Шун-
кова: бипримитивно конечная группа G с собственными бесконечными под-
группами нильпотентности класса  2 локально конечна (М. В. Носков [4]). 

 
Класс групп Шункова 

 

Условиями конечности в теории групп являются свойства, присущие 
всем конечным группам, притом существует хотя бы одна бесконечная 
группа, которая этим свойством не обладает [5]. Примерами свойств тако-
го рода являются локальная конечность, локальная нормальность, конеч-
ность всех классов сопряженных элементов, конечность всех убывающих 
цепей подгрупп (условие минимальности для подгрупп) и многие другие 
свойства. Систематическое изучение групп с теми или иными условиями 
конечности началось в конце 30-х годов ХХ в. и в значительной степени 
было связано с исследованием специальных групп и близких к ним 
локально разрешимых групп с условием минимальности для подгрупп  
С. Н. Черниковым (см. [6; 7]) в 1939, 1940 гг.  

В дальнейшем В. П. Шунков ввел понятие сопряженно q-биприми- 
тивно конечной группы. Группа G называется сопряженно q-биприми- 
тивно конечной, если для любой ее конечной подгруппы H в фактор-
группе   /GN H H  любая пара сопряженных элементов порядка q порож-

дает конечную подгруппу. В частности, любая периодическая группа со-
пряженно 2-бипримитивно конечна.  

В. П. Шунковым были также введены следующие условия конечности 
для бесконечных групп: группа называется слабо q-бипримитивно конеч-
ной, если ее два любых элемента простого порядка порождают конечную 
подгруппу; группа называется слабо бипримитивно конечной, если ее два 
любых элемента простого порядка порождают конечную подгруппу; груп-
па называется слабо q-сопряженно бипримитивно конечной, если ее два 
любых элемента простого порядка q, сопряженных между собой, порож-
дают конечную подгруппу; группа называется слабо сопряженно бипри-
митивно конечной, если ее два любых элемента простого порядка, сопря-
женных между собой, порождают конечную подгруппу. 

Понятие сопряженно бипримитивно конечной группы введено Вла-
димиром Петровичем Шунковым в 1975 г. в тезисах доклада на Всесоюз-
ном алгебраическом симпозиуме. Ссылка на этот факт имеется в работе  
А. Н. Остыловского [8]. В самом начале ХХI в. В. Д. Мазуров предложил 
назвать сопряженно бипримитивно конечные группы группами Шункова. 
И постепенно термин заменялся на новый. И теперь уже трудно встретить 
старый термин, а термин «группы Шункова» стал таким же естественным, 
как «группы Черникова». 

Определение. Группа называется группой Шункова, если для любой ее 
конечной подгруппы H в фактор-группе   /GN H H  любые два сопряжен-

ных элемента простого порядка порождают конечную подгруппу. 
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В настоящее время группы Шункова встречаются в работах А. А. Дуж, 
Л. Гамуди, В. О. Гомера, М. Н. Ивко, А. Н. Измайлова, А. А. Кузнецова,  
Д. В. Лыткиной, В. Д. Мазурова, Ал. Н. Остыловского, А. Н. Остыловско-
го, И. И. Павлюка, Д. Н. Панюшкина, А. М. Попова, Е. А. Прониной, 
А. В. Рожкова, А. Г. Рубашкина, И. В. Сабодах, Е. И. Седовой, В. И. Сена-
шова, В. А. Середы, А. И. Созутова, Н. Г. Сучковой, Л. Р. Туватуллиной,  
А. В. Тимофеенко, Г. А. Трояковой, К. А. Филиппова, А. А. Черепа, Н. С. Чер-
никова, А. А. Шафиро, А. К. Шлепкина, В. П. Шункова. 

Чтобы множество сопряженно бипримитивно конечных групп рас-
сматривать как класс групп, необходима замкнутость его относительно 
взятия подгрупп и фактор-групп. В этом направлении справедливы сле-
дующие результаты: Класс групп Шункова замкнут относительно взятия 
подгрупп. Класс групп Шункова замкнут относительно взятия фактор-
групп по конечным группам. Фактор-группа р-бипримитивно конечной 
группы G по черниковской подгруппе p-бипримитивно конечна (см. с. 75  
в [9]). Фактор-группа G/R сопряженно бипримитивно конечной группы G 
по черниковской подгруппе R сопряженно бипримитивно конечна. Этот 
результат доказывается точно так же, как и предложение 7 из [10]. 

 
Класс Mp-групп 

 
Определение. Пусть G – группа, B – её бесконечная нормальная пол-

ная абелева p-подгруппа с условием минимальности, a – элемент порядка p 
и выполняются следующие условия: 

а) локально-конечные p-подгруппы из ) /(GC a B B  конечны, 
б) если некоторая полная абелева p-подгруппа C группы G содержится 

в множестве
\

, ,g

g inG

a a   то C B . 

Группу G из определения называется Mp-группой, а подгруппы B, a   
соответственно – ядром и ручкой Mp-группы G. 

 В Mp-группе G ручка a   может быть одного из следующих типов: 
1) в ( )GC a  локально-конечные p-подгруппы конечны; 
2) в ( )GC a  локально-конечные p'-подгруппы конечны; 
3) в ( )GC a  локально-конечные подгруппы конечны. 
В соответствии с указанными разграничениями относительно ручек  

в Mp-группе G называется ручка типа 1) p-конечной, типа 2) – p'-конечной 
и типа 3) – конечной. 

Приведем примеры Mp-групп (с конечными ручками): Всякая черни-
ковская группа, обладающая бесконечной p-подгруппой и почти регуляр-
ным элементом порядка p, является Mp-группой. Всякое голоморфное рас-
ширение бесконечной черниковской p-группы с помощью группы внеш-
них автоморфизмов является Mp-группой. 
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Ядро Mp-группы не обязано совпадать с максимальной полной абеле-
вой p-подгруппой группы. В самом деле, пусть G H T  , где H P c   , 
P – бесконечная полная абелева p-группа, |c| = p, ( )HC c  – конечен, T – сво-
бодное произведение квазициклической p-группы S и циклической группы 
b   порядка p. Очевидно, G является Mp-группой с ядром P и конечной 
ручкой ,bc   причем B вкладывается в максимальную полную абелеву  
p-подгруппу B S B   [11]. 

Во всех известных примерах Mp-групп с регулярной ручкой, не яв-
ляющихся периодическими почти нильпотентными группами, выполняет-
ся условие: любая регулярная ручка вместе с некоторой с ней сопряженной 
порождает бесконечную подгруппу. 

В связи с этим естественно возникает вопрос: существует ли Mp-группа 
с регулярной ручкой, которая не удовлетворяет этому условию и не явля-
ется периодической почти нильпотентной группой? 

Ответ на этот вопрос оказался отрицательным в классе групп без ин-
волюций, так что в классе групп без инволюций периодические почти 
нильпотентные Mp-группы с регулярной ручкой и только они не удовле-
творяют указанному условию. Что касается Mp-групп с регулярной ручкой, 
содержащих инволюции и с 2p  , то для них указанный выше вопрос ос-

тается открытым даже в классе локально-конечных групп.  
Приведем примеры Mp-групп с регулярной ручкой [12]: бесконечная 

группа диэдра является M2-группой с регулярной ручкой; группа Новико-
ва–Адяна [13] является Mp-группой с регулярной ручкой по любому про-
стому числу p из множества простых делителей порядков элементов груп-
пы; свободное произведение групп, обладающее нетривиальными конеч-
ными множителями, является Mp-группой с регулярной ручкой; периоди-
ческое произведение групп без инволюций является Mp-группой с регуляр-
ной ручкой.  

Приведем два результата для Mp-групп. 

Теорема (В. П. Шунков). Mp-группа G без инволюций с регулярной 
ручкой a   тогда и только тогда является периодической почти нильпо-
тентной группой, когда в ней выполняется условие: подгруппы , ga a  , 
g G , конечны [12]. 

Теорема (В. П. Шунков). M2-группа G с регулярной ручкой a   тогда 
и только тогда является периодической почти абелевой группой с конеч-
ными силовскими подгруппами, когда все подгруппы , ga a  , g G , конеч-
ны [12].  

Условие на конечность двупорожденных подгрупп в этих теоремах 
тоже введено В. П. Шунковым и называется (a,a)-условием конечности. 
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Класс T-групп 
 
Определение. Пусть G – группа с инволюциями. Каждой инволюции i 

из G поставим в соответствие множество подгрупп Wi, определяемое сле-
дующим образом. Если силовские 2-подгруппы из G – группы диэдра 8-го 
порядка и i содержится в такой четверной подгруппе Клейна iR , что 

     G G iC i N R , то полагаем    i G iV N R  и такую подгруппу iV  включа-

ем в множество iW . Группа G с инволюциями называется T-группой, если 
она удовлетворяет условиям: 

1) любые две инволюции из G порождают конечную подгруппу; 
2) нормализатор любой нетривиальной локально конечной подгруппы 

из G, содержащий инволюции, обладает локально конечной периодической 
частью; 

далее, для любой инволюции i и для любой подгруппы iV  из iW  
3) множество \ iG V  обладает инволюцией; 
4) для всякого элемента c из \ iG V , строго вещественного относитель-

но i, т. е. 1ic c , существует в  GC i  элемент cs , что подгруппа  ,  csc c   

бесконечна. 
Этот класс групп введен В. П. Шунковым. 
Приведем один результат для класса T-групп. 
Теорема (В. И. Сенашов). Пусть G – группа с инволюциями, удовле-

творяющая условиям: 
1) любые две инволюции из G порождают конечную подгруппу; 
2) нормализатор любой конечной нетривиальной подгруппы, содер-

жащий инволюции, обладает обобщенно черниковской периодической  
частью. 

Тогда либо G обладает обобщенно черниковской периодической  
частью, либо G – T-группа [14]. 

 
Класс T0-групп 

 

Напомним определение класса T0-групп. 
Определение. Пусть G – группа с инволюциями, i – некоторая ее ин-

волюция, удовлетворяющие следующим условиям: 
 1) все подгруппы вида , gi i  , g G , конечны; 
 2) силовские 2-подгруппы из G – циклические или обобщенные груп-

пы кватернионов; 
 3) централизатор  GC i бесконечен и обладает конечной периодиче-

ской частью; 
 4) нормализатор любой нетривиальной i  -инвариантной локально 

конечной подгруппы из G либо содержится в  ,GC i  либо обладает перио-
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дической частью, являющейся группой Фробениуса с абелевым ядром и 
конечным неинвариантным множителем с инволюциями; 

 5)  GC i G  и для всякого c элемента из  \ GG C i , строго вещест-

венного относительно i, т. е. 1ic c , существует в  GC i такой элемент cs , 

что подгруппа , csc c   бесконечна. 
Группа G с инволюцией i, удовлетворяющая относительно инволю- 

ции i условиям 1)–5), называется T0-группой. 
Приведем пример T0-групп, основанный на известных конструкциях 

С. И. Адяна и А. Ю. Ольшанского. Здесь имеется ввиду группа без круче-
ния A(m,n), являющаяся центральным расширением циклической группы  
с помощью группы B(m, n), 2m  , n – нечетное число и 665n   [13] и 
группа без кручения O(p), являющаяся центральным расширением цикли-
ческой группы с помощью p-группы типа ( )G   [15]. 

Пример (В. П. Шунков). Пусть A = A(m, n), m > 1, n > 664 – нечетное 
число {Ad}. Группа A(m, n) обладает нетривиальным центром ( )Z A d   , 
причем / ,( )A d B m n    {Ad}. 

 Рассмотрим группу гB A x   , где x – инволюция. Возьмем из xA A  

элемент u  xu d d   . Очевидно, что ( )xu Z A A   и 1xu u . Как показано 
в [16], группа /   G B u   , и ее инволюция i x u     удовлетворяют усло-
виям 1)–5) из определения T0-группы, при этом G V i   ,  GC i  – беско-

нечная группа с периодической частью i  , все подгруппы  , gi i   в G  
конечны и любая максимальная конечная подгруппа из G, содержащая  
инволюцию i, является группой диэдра порядка 2n и G является T0-груп- 
пой [16]. 

Приведем две теоремы для T0-групп. 
Теорема (В. П. Шунков). Пусть G – группа, a – ее элемент простого 

порядка p, удовлетворяющие следующим условиям: 

 1) подгруппы вида , ,ga a   g G , конечны и почти все разрешимы; 

 2) если 2p  , то в централизаторе  GC a  множество элементов ко-

нечных порядков конечно; 
 3) нормализатор любой нетривиальной a  -инвариантной конечной 

подгруппы обладает почти нильпотентной периодической частью; 
 4) при 2p   и для ( )q G , q p , любая a  -инвариантная элемен-

тарная абелева q-подгруппа из G конечна. 
 Тогда либо G обладает почти нильпотентной периодической частью, 

либо G – T0-группа и p = 2 [17]. 
Теорема (В. П. Шунков). Пусть G – группа с инволюциями, i – ее не-

которая инволюция, удовлетворяющие следующим условиям: 

 1) подгруппы вида , gi i  , g G , конечны; 
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 2) в централизаторе  GC i  множество элементов конечных порядков 

конечно; 
 3) в группе G нормализатор любой нетривиальной i  -инвариантной 

конечной подгруппы обладает периодической частью; 
 Тогда либо G обладает почти нильпотентной периодической частью, 

либо G – T0-группа [18]. 

 
Класс 0Φ -групп 

 
Напомним определение класса Ф0-групп. 
Определение. Пусть G – группа, i – ее инволюция, удовлетворяющие 

следующим условиям: 

1) все подгруппы вида  , gi i  , g G , конечны; 

2)    GC i  бесконечен и обладает конечной периодической частью; 

3)  GC i G  и    GC i не содержится в других подгруппах из G, обла-

дающих периодической частью; 
4) если K – конечная подгруппа из G, не лежащая в  GC i , и 

  1GV K C i  , то K – группа Фробениуса с дополнением V.  

Группа G, удовлетворяющая условиям 1) – 4) называется Ф0-группой. 
В. И. Сенашовым получено полное решение [19] вопроса В. П. Шун-

кова, сформулированного в 1993 году в Сибирском математическом жур-
нале [16]: 

Будет ли всякая Ф0-группа также и T0-группой? 
Там же особо подчеркивается, что наиболее трудным является уста-

новление для Ф0-группы выполнимости условий 4 и 5 из определения 
T0-группы. 

Удалось показать, что все условия кроме четвертого из определения 
T0-группы для Ф0-группы выполняются. 

Приведем пример Ф0-группы (В. И. Сенашов, [19]), не являющейся  
T0-группой: 

Возьмем изоморфные копии T0-группы G V i   , построенной выше 
при рассмотрении T0-группы:  

1 1 1 2 2 2, ,..., ,...n n nG V i G V i G V i          

В декартовом произведении групп ,   1,2,...,nG n   рассмотрим под-

группу U W j   , где W – прямое произведение подгрупп nV ,  1,2,...n   , 

а 1 2  ... ...nj i i i      – инволюция. Группа U является Ф0-группой, но не 

является T0-группой. 
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Класс Ф-групп 
 

Определение. Группа G, удовлетворяющая условиям 1), 3), 4) из оп-
ределения Ф0-группы и условию 

2)  GC i  бесконечен и обладает слойно конечной периодической  

частью; называется Ф-группой. 
Приведем три результата для класса Ф-групп. 
Теорема (М. Н. Ивко, В. И. Сенашов). Ф-группа G удовлетворяет 

следующим свойствам: 
 1) все инволюции в G сопряжены; 
 2) силовские 2-подгруппы сопряжены и являются локально цикличе-

скими или конечными обобщенными группами кватернионов; 
 3) существует бесконечно много элементов конечных порядков из G, 

строго вещественных относительно инволюции i и для каждого элемента  
c из этого множества найдется элемент cs  из централизатора i такой, что 

группа ,  csc c   бесконечна [20]. 
Теорема (М. Н. Ивко, В. И. Сенашов). Пусть G – группа, a – ее ин-

волюция, удовлетворяющие следующим условиям: 

 1) все подгруппы вида , ga a  , g G , конечны; 

 2) нормализатор любой нетривиальной a  -инвариантной конечной 
подгруппы обладает слойно конечной периодической частью. 

 Тогда, либо множество всех элементов конечных порядков порожда-
ет слойно конечную группу, либо G – Ф-группа [20]. 

Теорема (М. Н. Ивко, В. И. Сенашов). Пусть G – группа с инволю-
циями, i – некоторая ее инволюция, удовлетворяющие условиям: 

 1) G порождается инволюциями, сопряженными с i; 

 2) почти все группы , gi i   конечны для g G ; 

 3) нормализатор каждой i  -инвариантной конечной подгруппы об-
ладает слойно конечной периодической частью. 

 Тогда группа G либо конечна, либо является Ф-группой [20]. 
 

Вывод 
 

Классы групп, введенные Владимиром Петровичем Шунковым полу-
чили признание у специалистов по теории групп. В работе приведены 
примеры этих классов групп и теоремы, касающиеся этих классов. Резуль-
таты статьи найдут применение при изучении бесконечных групп с усло-
виями конечности. 
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ГРУППОВОЙ АНАЛИЗ ДИНАМИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
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просп. им. газ. «Красноярский рабочий», 31 
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Рассмотрены две системы уравнений пластичности в динамическом 
случае. В первой системе полностью учитываются силы инерции, а во 
втором силами инерции пренебрегают. Для этих систем уравнений приве-
дены группы непрерывных преобразований, а также вид инвариантных 
решений, которые можно построить, используя эти преобразования.  
Решения, приведенные в работе, можно использовать для анализа неко-
торых технологических процессов. 

 
Ключевые слова: динамические уравнения пластичности, непрерыв-

ные преобразования, точные решения. 
 
GROUP ANALYSIS OF DYNAMIC PLASTICITY EQUATIONS 
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31, Krasnoyarsky Rabochy Av., Krasnoyarsk, 660037, Russian Federation  
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The article considers two systems of plasticity equations in the dynamic 

case. In the first system, the forces of inertia are fully taken into account, and in 
the second, the forces of inertia are neglected. For these systems of equations, 
groups of continuous transformations are given, as well as the kind of invariant 
solutions that can be constructed using these transformations. The solutions 
given in the paper can be used for the analysis of some technological processes. 

 
Keywords: dynamic plasticity equations, continuous transformations, exact 

solutions. 
 
Введение. В работе рассматриваются системы уравнений пластично-

сти с учетом сил инерции. Рассмотрена система уравнений, где учтены все 
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силы инерции, а также система, где пренебрегают конвективными члена-
ми. Для каждого из этих случаев построена группа симметрий, допускае-
мая системами, приведен вид возможных инвариантных решений, а также 
их возможная интерпретация. 

Постановка задачи. Если в уравнениях теории пластичности учиты-
вать силы инерции, то уравнения движения принимают вид 

,
l

ij j

dv

dt
    , 1,2,3 ,i j                                        (0.1) 

где выражение '
l

t j i j
dv

v v v
dt

    называется субстациональной или полной 

производной. 
Присоединяя к уравнениям (0.1) условие пластичности Мизеса, усло-

вие несжимаемости, закон пластического течения – получим полную сис-
тему уравнений теории течения Мизеса: 

,
i

ij j

dv

dt
    , 1,2,3 ,i j                                       (0.2) 

3 ,ii    ,ij ij ijS      

22 ,ij ij sS S k  ,ij ijS e   

, 0,
i j

v   , ,2 ij i j j i
e v v  . 

Здесь λ – неотрицательная функция; σij – компоненты тензора напря-
жений; Sij – компоненты девиатора тензора напряжений; ρ – гидростатиче-
ское давление; ν1, ν2, ν3 – компоненты вектора скорости; ks = const, предел 
текучести при чистом сдвиге. По повторяющимся индексам предполагает-
ся суммирование, индекс после запятой означает дифференцирование по 
соответствующему аргументу. 

Если предположить, что конвективные члены в выражении для полно-
го ускорения малы, то получим упрощенный вариант теории пластическо-
го течения Мизеса: 

,
i

ij j

v

t


 


  , 1,2,3 ,i j                                       (0.3) 

3 ,ii    ,ij ij ijS      

22 ,ij ij sS S k  ,ij ijS e   

, 0,
i j

v   , ,2 ij i j j i
e v v  . 

Исключая из уравнений (0.2) или (0.3) величины λ, σij, Sij получаем 
систему четырех уравнений, которая служит для определения четырех 
функций ρ, ν1, ν2, ν3  
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, , ,3

2 2
,

2
i s s

ij nmi i jj n im

dv k k
e e

dt A A
                               (0.4) 

2,ij ije e A  , 0.
i j

v   

Для систем уравнений (0.2), (0.3) приведем группы точечных симмет-
рий, допускаемые уравнениями. Построим оптимальную систему одно-
мерных подалгебр, а также приведем вид инвариантных решений, которые 
можно построить на этих подалгебрах и их возможную механическую ин-
терпретацию. 

1. Групповой анализ уравнения среды Мизеса. Если в уравнениях 

(0.4) ,
i

t j i j

dv
v v v

dt
   , то группа, допускаемая этими уравнениями, порож-

дается следующим оператором [1]: 

0 ,tX    ,
it i xM t x       ,S t                            (1.1) 

     ' ''
ii i xi i v iL f t f t f t        (по i не суммировать) 

,x y u vZ y x v u         
ii xX   , 

it i vN t v    , 
3 21 2 3x xT x x    , 

Еще два оператора Z2, Z3 получаются из Z1 круговой перестановкой 
индексов.  fi, φ – произвольные функции из класса C∞. 

Если в уравнениях (0.4) положить i
t

dv
v

dt
  , то группа, допускаемая 

этими уравнениями, порождается следующими операторами [1]: 

0 ,tX    ,
it i xM t x       ,S t                              (1.2) 

   '
ii i v iL g t xg t      (по i не суммировать) 

3 2 3 21 2 3 2 3x x v vZ x x v v        , 
ii xX   , 

it i vN t v    , 
3 21 2 3x xT x x    , 

операторы Z2, Z3, T2, T3 получаются из Z1, T1 круговой перестановкой ин-
дексов gi, φ произвольные функции из класса C∞. 

Из (1.1), (1.2) следует, что уравнения (0.4) допускают бесконечно па-
раметрическую группу непрерывных преобразований. Это с одной сторо-
ны расширяет класс инвариантно-групповых решений, а с другой – ослож-
няет построение таких решений, поскольку бесконечные группы еще пло-
хо изучены. Поэтому в дальнейшем ограничимся изучением некоторых 
конечномерных подалгебр для алгебр Ли (1.1) и (1.2). 
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Положим в (1.1)   1, 1it f    и if t   , 1,2,3i j   тогда соответст-

вующая конечномерная алгебра Ли 12L  имеет следующий базис 

0 ,tX    ,
ii xX    ,

it i xM t x     ,S                        (1.3) 

i ii x vY t     (по i не суммировать) 

3 2 3 21 2 3 2 3x x v vZ x x v v        . 

Еще два оператора Z2, Z3 получаются из Z1 круговой перестановкой 
индексов.  

Оптимальная система одномерных подалгебр имеет вид (с учетом 
внешнего автоморфизма :E t t , i ix x ) 

0 1 1,X Y Z   0 1,X Z  0,X  ,1 1 12
,X Y Y X                    (1.4) 

,1 1 1 12
,X Y X Y Z    1 1,X Z  1 1,Y M Z    1,M Z  1,Z  

где α, β – произвольные постоянные, различным значениям α, β соответст-
вуют неподобные подалгебры. Подалгебра S порождает центр в алгебре 
(1.3), это учтено при построении системы (1.4). 

Пусть   1, 1it g    в (1.2), тогда соответствующая конечномерная 

подалгебра порождается следующими операторами 

0 ,tX    ,
it i xM t x     ,S             (1.5) 

,
i ii v i xY X    , 

3 2 3 21 2 3 2 3x x v vZ x x v v        , 

it i vN t v    , 
3 21 2 3x xT x x    , 

Операторы Z2, Z3, T2, T3 получаются из Z1, T1 круговой перестановкой 
индексов. 

Оптимальная система одномерных подалгебр для (1.5) имеет вид (с уче-
том внешних автоморфизмов 1 :E t t , i ix x , 2 :E   , i iv v ): 

0 1 1 1 1,X X Y Z T        0 1 ,X Z M N                    (1.6) 

, , ,1 1 1 1 11 1 1
X Y T Z X N Z M N T Z             

, ,1 2 1 1 1 1' 1 1'1 1
X X T Y Z T T Z Y M Z            

1 1 1' 1', ,M Z N Z N Z      

где α, β, γ, δ – произвольные постоянные, различным значениям этих по-
стоянных соответствуют неподобные подалгебры. S порождает центр в ал-
гебре Ли (1.6), это учтено при построении системы (1.6). 
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Приведем вид инвариантных решений системы уравнений (0.2), кото-
рые можно построить на подгруппах (1.4). Они имеют следующий вид: 

1Z S  . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

 , , ,u u r z t   , , ,v v r z t   , ,r z t  ,  , ,r z t     . 

1M Z S   . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

 , , ,u u      , , ,v v      , ,     ,  , , ln r       ,  

r t  , expr   , z t  . 

1 1Y M Z S     . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

   0 , ,          ,  , , ,v v      , , ,u u      

 , , ,r t          exp ,r    ln ,z t t      

   0 , , ,t         , , ,v v t     , , ,u u t     

 , , ,t        ,r t   ,t z     

   0 , , ,tu x u        , , ,v v      , , ,      

 , , ln ,t        ,y t   ,z t   ln ,x t t      

   0 , , ,tu x u y z t        , , ,v v y z t   , , ,y z t    

 , , .t y z t x      

1 1X Z S   . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

 , , ,u u r t    , , ,v v r t    , , ,r t     , , ,r t z       .z     

1X S  . решение на этой подалгебре следует искать в виде: 

 , , ,u u y z t   , , ,v v y z t   , , ,y z t    , , ,y z t x       

1 1 1X Y Z S    . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

   0 , , ,u u r t      , , ,v v r t    , , ,r t z      

 , , ,r t z        1 ,z t       

    0 1 , , ,t u u z y t      , , ,v v z y t   , , ,z y t    , , .x z y t      

1 1 2X Y Y S    . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

   1 , , ,u t x u z t      , , ,tv y v z t     , , ,z t    

   1 , , ,t y z t x       1 .t y x      
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1 2X Y S  . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

 , , ,u u z t    , , ,v v z t x     , , ,z t     , , , ,z t x      .tx y    

0X S  . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

 , , ,u u y z x   , , ,v v y z x   , , ,y z x    , , .y z x t      

0 1 1X Y Z S     . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

   0 , , ,u u r t           , , ,v v r     , , ,r t        

 , , ,r z t       ,t      ,t z      

где r, z, θ – цилиндрическая система координат, 

   0 , , ,u u x y z       , , ,v v x y z   , , ,x y z    , , .x y z t      

Инвариантные решения, построенные для системы уравнений (0.3)  
на подалгебрах оптимальной системы (1.6) выглядят следующим образом: 

1 1T Z S   . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

   0 , , ,u u r z t     , , ,v v r z t r      , , ,r z t    , , .r z t     

1N Z S   . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

 , , ,u tu r z   , , ,v tv r z    , , ,t r z     , , ,r z t     .t      

1 1 2X T X S     . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

 , , ,u u z t    , , ,v v z t xz       2, , 2 ,z t y       

 , , ,z t x       .x y     

1 1X N Z S     . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

 , , ,u tu r     , , ,v tv r     , , ,t r      , , ,r z         

,z      ln .t z    

1 1 1Y T Z S     . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

 0 :    

 , , ,u u r z t   , , ,v v r z t r      , , ,r z t    , , .r z t      

1 1Y M Z S     . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

 0    : 

 , , ,u u      , , ,v v      , , ,          , , ,          

    ln , , , ln , ,t t             ,  0 ,r t     ,z t    
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ln t     ,  0 ,r     ,z   .t   

1 .M N Z S      Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

 , , ,u r u      , , ,v r v      , , ,r        

 , , ln ,r         ,r t   z t  , ln .r      

   1 1 0X M N Z S        . Решение на этой подалгебре следует 

искать в виде 
 , , ,ru u      , , ,rv v      , , ,r       

 , , ,t         ,t     z r  , ln ,r t     

 0    , , ,u u r z    , , ,v v r z    , , ,r z     

 , , ,r z t t      .t    

1 1 1 1X Y T Z S       . Решение на этой подалгебре следует искать  
в виде 

 , , ,u u r t    , , ,v v r t zr     , , ,r t z       

 , , ,r z t t      .z      

1 1M N T Z S      . Решение на этой подалгебре следует искать  
в виде 

 , , ,u ru      ln , , ,v r r v        , , ,r       

 , , ln ,r        2 ,r t   2 ,z t   ln .r      

0 1 1 1 1X X Y T Z S         . Решение на этой подалгебре следует 
искать в виде 

 , , ,u u r     , , ,v rt v r       , , ,r t       

 , , ,r t        ,t z     .t      

 
2. Групповой анализ уравнений пластичности в случае плоской 

деформации. Уравнения теории пластичности в этом случае имеют вид 

11 12,t x y x x yu uu vu S S                                     (2.1) 

12 22,t x y y x yv uv vv S S          

11 ,xS u   22 ,yS v    122 ,y xS u v    

2 2 2 2
11 22 122 2 ,sS S S k    0.x yu v   



 

 68

Группа, допускаемая системой (2.1), порождается операторами: 

0 ,tX    ,t x yM t x y         ,S t                       (2.2) 

     ' ''
i ii i x i v iL f t f t f t        (по i не суммировать) 

,x y u vZ y x v u         

где φ, fi  – произвольные функции из класса C∞. 
Если ограничиться конечной подалгеброй с базисом 

0,X  ,M  ,S    ,Z  1 ,x uY t                                 (2.3) 

2 ,y vY t     1 ,xX    2 ,yX    

то оптимальная система одномерных подалгебр для алгебры Ли (2.3) имеет 
вид 

0 1' 1 2,X Y X Y     0 ,X Z   1,M Y   ,M Z   .Z               (2.4) 

где α – произвольная постоянная, различным значениям α соответствуют 
неподобные подалгебры. Подалгебра S порождает центр в алгебре (2.4). 

Инвариантные решения, построенные на одномерных подалгебрах 
(2.4) имеют вид 

Z S  . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

 , ,u u r t   , ,v v r t   , ,r z t     . 

1M Z S   . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

 , ,u u     , ,v v     , , lnz r      , r t  , expr   . 

1Y M S   . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

 ln , ,u t u       , ,v v     , ln t      , lnx t t    , y t  . 

1 2X Y S   . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

 , ,u u t    , ,v v t x      , ,y z t x    , tx y    . 

0X Z S   . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

 , ,u u r    , ,v v r    ,r t     . 

0 1X Y S   . Решение на этой подалгебре следует искать в виде 

 , ,u u y t      , ,v v y    ,y t     , t x    . 

Рассмотрим инвариантное решение на подгруппе M. Это решение 
следует искать в виде 

 , ,u u     , ,v v                                          (2.5) 

 ,     , x t  , y t  . 
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После подстановки (2.5) в систему уравнений (2.1) получаем 

    11 12u u v u S S               ,                        (2.6) 

    12 22u v v v S S               , 

11 ,S u   22 ,S v    122 ,S u v     

2 2 2 2
11 22 122 2 ,sS S S k    0.u v    

Ищем решение системы (2.6) в виде 

 2u f    , v  ,  , ,                                (2.7) 

тогда из (2.6), (2.7) получаем 

   
1 22 21sk f c t


      ,                               (2.8) 

    1 222 1sf k f f


 


    
 

,                               (2.9) 

где  c t  – произвольная функция от t. 

Из соотношений (2.1), (2.7) получаем следующие выражения для ком-
понент девиатора тензора напряжение 

  1 22
11 1 ,sS k f



   11 22,S S                              (2.10) 

  1 22
12 1sS k f f


   . 

Интегрируя уравнение (2.9) имеем 

   
1 2221 , 1 sf mf c mf c m k       

 
,                  (2.11) 

где c – произвольная постоянная. 
С учетом (2.11) соотношения (2.10) перепишутся следующим образом 

 2
11 ,sS k c mf   11 22,S S                                (2.12) 

 1 22
12 .sS k с mf   

Решая уравнение (2.11) получаем 

         
   

2 2, ,
0 1 2 ,

2, ,

E k E k
f m

F k F k

           
       

             (2.13) 

где arccos 1m f c   , 1 2k c  ;    , , ,E k F k   эллиптические 

интегралы первого и второго рода. 
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Для того чтобы было удобнее интерпретировать решение (2.5) преоб-
разуем переменные следующим образом 

'x ax  , 'y ay  , 't H at  . 

Тогда решение (2.5) запишется следующим образом 

    u ax H at f ay H at    ,                          (2.14) 

 .v ay H at    

Решение (2.14) можно использовать для описания пластического те-
чения слоя, расположенного вдоль оси Ox, с первоначальной толщиной 2H, 
который сжимается в направлении y жесткими и шероховатыми плитами, 
сближающимися с постоянной скоростью a. Тогда 2h H at   толщина 
слоя в момент времени t. 

Замечание. Решение вида (2.14) найдено в [2], при условии, что 

  1 2
1 sk a  малый параметр. 

Рассмотрим в плоском случае систему уравнений (0.3). Она имеет вид 

11 12,t x x yu S S                                          (2.15) 

12 22,t y x yv S S        

11 ,xS u   22 ,yS v    122 ,y xS u v    

2 2 2 2
11 22 122 2 ,sS S S k    0.x yu v   

Группа, допускаемая системой (2.15), порождается операторами: 

0 ,tX    ,t x yM t x y         ,S t                       (2.16) 

   '
ii i v iL g t xg t      (по i не суммировать) 

x y u vZ y x v u        , t u vN t u v      , 

u vT y x    , 1 xX   , 2 yX    

где φ, gi – произвольные функции из класса C∞; S порождает центр алгебры 
Ли (2.16). 

Построим инвариантное решение на подгруппе N, его будем искать  
в виде 

  2u ta x f y  , v tay  ,  , ,x y                       (2.17) 

где a – произвольная постоянная; f – искомая функция от t. 
Подставляя (2.17) в уравнение (2.15) получаем 

    1 222 1x s y y
y

ax p af k f f
      

 
,                      (2.18) 
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  1 221y s y y
y

ay p k f f
     

 
,                              (2.19) 

Из уравнений (2.18), (2.19) следует 

     
1 22 2 21 2sp k f a y x c t


     ,                      (2.20) 

где c(t) – произвольная функция от t. 
Для определения функции f получаем следующее уравнение  

  1 222 1s y y
y

af k f f
   

 
,                                 (2.21) 

Интегрируя которое получаем 

   
1 2221f mf c mf c      

 
, sm a k ,                   (2.22) 

где c – произвольная постоянная. 
С учетом (2.22) получаем следующие выражения для компонента тен-

зора напряжений 

     2 2 2
11 2 2sk c mf a y x c t      ,                     (2.23) 

   2 2
22 2a y x c t    , 

 
1 222

12 1sS k c mf    
 

. 

Известно, что уравнение (2.21) имеет единственное решение для сле-
дующей краевой задачи 

    0f h f h   ,   0f y  , y h ,                        (2.24) 

если m удовлетворяет неравенству 

 2 2 2 22h m h    ,    8 3 4 5 4 0,2995,Г Г      

где Г(t) – гамма функция. 
Это решение расположено симметрично относительно оси f, макси-

мальное значение f , равное f 
*, удовлетворяет неравенству 

  * 22hm f     . 

Решение задачи (2.21), (2.24) выписывается с помощью эллиптиче-
ских интегралов 

         
   

2 2, ,
0 1 2

2, ,

E k E k
y f y m

F k F k

         
       

,               (2.25) 
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где  0y h , arccos 1m f c   , 1 2k c  ;    , ,  ,E k F k   – эл-

липтические интегралы первого и второго рода.  
Построенное решение можно использовать следующим образом. Пла-

стическая полоса сжимается жесткими и шероховатыми плитами с силой 
трения kS, толщина полосы 2h. При этом считается, что плиты длиннее по-
лосы и перекрывают ее концы. Из (2.17) и (2.23) следует, что вдоль оси Oy 
равны нулю u, τ12 . Вдоль контактных прямых 0y h   получаем соотноше-
ния 12 ,sS k v aht   . Следовательно, построенное решение описывает 
сжатие пластического слоя жесткими и шероховатыми плитами, которые 
сближаются с постоянным ускорением a0 при 0a u h . Пластический слой 
выдавливается в стороны и течет, от середины к краям; на поверхности 
контакта при этом возникают большие касательные напряжения. Как и  
в случае решения Прандтля, они достигают предела текучести. 

Условиям на свободном конце удовлетворим, как в случае решения 
Прандтля, в смысле Сен-Венана 

11 0
h

h

dy


  . 

Предельное напряжение сжатия вычисляется по формуле 

22
0

2
l

y h
p dy  , 

где 2l – длина пластического слоя. 
Если в формуле (2.22) положить c = –1, то решение уравнения (2.21) 

выписывается в элементарных функциях 

         1 2 1 21 2 1 2 2 22 ln 2 2 2 .y c m mf m f mf
            

  (2.26) 

Здесь с произвольная постоянная. 
Решение (2.26) можно использовать для описания пластических тече-

ний двух типов: 
А) Пластическое течение материала сжимаемого двумя жесткими 

плитами. Одна из плит движется с постоянным ускорением и является 
шероховатой, а вторая плита – гладкая неподвижно расположена вдоль  
оси Oy. 

В) Пластическое полупространство сжимается одной плитой. Эта 
плита является жесткой и шероховатой и движется с постоянным ускоре-
нием. При этом значение S12 стремится к нулю при y стремящемся к беско-
нечности. 
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3. Пространственные решения. Рассмотрим уравнения, описываю-
щие медленные нестационарные пластические течения 

'
l

ij j
v

t


 


  , 1,2,3 ,i j                                       (3.1) 

3 ii   , ij ij ijS     , 

22ij ij sS S k , ij ijS e  , 

' 0i jv  , ' '2 ij i j j ie v v  . 

Построим инвариантное решение системы (3.1) на подгруппе 

t u vN t u v         . 

Решение в этом случае следует искать в виде: 

,u atx  ,v aty   2 6 , ,atz f x y t                       (3.2) 

 , ,cz x y     

Тогда компоненты девиатора тензора напряжений равны  

11 22 ,S S    12 0,S   33 2 ,S                                 (3.3) 

13 ,xS f   23 ,yS f   ,signa        1 22
6 1 .sk a f


     

При этом функция f определяется из уравнения 

   1 22
2 6 1 ,saf k div f f c

       
 

                         (3.4) 

где c – произвольная постоянная, а ρ определяется из соотношений 

11 22, .x x y yax S ay S                                       (3.5) 

Из уравнений (3.5) с учетом (3.2) получаем 

 2 21 2 .a x y cz                                       (3.6) 

Следовательно, для определения поля скоростей (3.2) необходимо ре-
шить уравнение (3.4) с соответствующими граничными условиями. 

2. Запишем уравнение (3.4) в виде 

   1 22
0 1 ,bf c div f f

      
 

                             (3.7) 

где  02 6 , 2 6sb a k c c a  . 

Используем решение (3.2) для описания пластических течений в ци-
линдрическом канале, образующие которого параллельны оси z, а направ-
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ляющая задана уравнением  , 0F x y  . При этом предполагается, что на 

стенках канала задано равномерно распределенное касательное напряже-
ние 

cossk   , 0 2    , 

Тогда соответствующее граничное условие принимает вид 

   1 22
1 cossf n f k


      ,                               (3.8) 

где n – внутренняя нормаль к кривой  , 0F x y  . Заметим, что задача 

(3.7)–(3.8) возникает при изучении поверхностей равновесия в гидромеха-
нике невесомости [6]. При этом l характерный размер канала, тогда вели-
чина bl2 называется числом Бонда и определяет соотношение между гра-
витационными и капиллярными силами. 

3. Трудно в общем случае ожидать, что удастся решить задачу (3.7)–
(3.8) в аналитическом случае. Ее удается решить приближенными анали-
тическими и численными методами [3]. В частности, при 1b  решение 
задачи (3.7)–(3.8) можно искать в виде асимтотического разложения. 

     
00 00

0 0

, , , ,l l
l l

l l

f x y x y v h
 

         1 6  , 

где φ – параметр, отсчитываемый вдоль направляющей F = 0; а h – рас-
стояние от точки до направляющей, отсчитываемое по нормали к F = 0. 
При этом функции ωi получаются из условия формального удовлетворения 
уравнению (3.7), а функции vi, типа погранслоя, компенсируют невязку  
в граничном условии (3.8). 

Замечание. Согласно [3] для решения задачи (3.7)–(3.8) можно  
использовать и вариационные методы, в частности, метод локальных ва-
риаций. 

4. Осесимметричная задача. Если рассмотреть течение в круглом 
цилиндре радиуса r0 , то для исследования таких задач можно воспользо-
ваться методом, описанным в п. 3 при 1.b  Второй случай который легко 
поддается изучению – это 1f  . Если это условие выполнено, то уравне-
ние (3.7) после линеаризации принимает вид 

'' 'rf f rbf rc   .                                         (4.1) 

Решение этого уравнения, ограниченное при r = 0 имеет вид 

 0 0 6f c I r c b  ,                                       (4.2) 

где I0 – функция Бесселя мнимого аргумента. Произвольная постоянная c0 
определяется из граничного условия (3.8), которое после линеаризации за-
пишется следующим образом 
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0
cosr sr r

f k


   

Постоянная c определится из условия сохранения объема. 
В рассмотренном случае поле скоростей имеет вид 

, 0,ru atr u   2 2 6 .zu atz af    

Компоненты тензора скоростей деформации и тензора напряжений 
равны 

,re at  ,e at   0,r ze e    

2 6 ' ,rze f at  2 ,ze at   

3 ,r sk       2 3,z sk     

' 2,rz sf k    20, 1 2 .r z ar cz c t          

Заметим, что условие 1f  , реализуется в частности, при 

2 1    , т. е. при малом трении на стенках канала. 

Замечание. Решение (4.2) можно использовать для описания пласти-
ческого течения в сжимаемой цилиндрической втулке. 

Наиболее просто поддается анализу плоская задача. В этом случае 
уравнение (4.1) решается квадратурой и построенное решение можно ис-
пользовать для описания пластического течения между жесткими плитами, 
которые сближаются с постоянным ускорением. В плоском случае уравне-
ние (4.1) можно записать в виде 

  1 22
0' 1 ' ' .f f bf c

    
 

                                   (4.3) 

Уравнение (4.3) совпадает с уравнением (2.9), поэтому функция f име-
ет такой же вид, как и в формуле (2.25). Следовательно, в этом случае поле 
скоростей имеет вид 

, ,u atx v aty    2 6 ,atz f x t    

тогда компоненты тензора напряжений равны 

 2 2
11 22 1 2 ,a x y cz       12 23 0,     

2
33 0 1 112 3 2 ,sk a b f c f c       

   
1 222

13 0 16 1 2 .sk a b f c f c      
 

 

Это решение можно использовать для описания пластического тече-
ния бруса в форме параллелепипеда с поперечными размерами 2h на 2h и 



 

 76

длинной 2l, сжатого четырьмя жесткими плитами, сближающимися с по-
стоянным ускорением. Плиты, параллельные плоскости oxz, сближаются 
вдоль оси Oy – гладкие; плиты параллельные плоскости Oyz, сближаются 
вдоль оси Ox – шероховатые. Если положить a h  , то ω ускорение, с ко-
торым плиты сближаются вдоль осей Ox и Oy. Постоянные c0 и c1 опреде-
ляются из условия несжимаемости материала и условия на свободном кон-
це z = 0. Это условие, как и решение Прандтля, выполняется в смысле Сен-
Венана. 

 

5. Антиплоские течения. Предположим, что среда находиться в ус-
ловиях антиплоского пластического течения, поэтому решение уравнений 
(0.1) следует искать в виде [4] 

0,u   0,v    , , ,x y t   0  .                            (5.1) 

Подставляя соотношения (5.1) в уравнения (0.1) получаем уравнение, 
описывающее антиплоское пластическое течение: 

   1 2 1 22 2 2 2 .t x x y y x y
x y

              
   

                  (5.2) 

Для отыскания точных решений уравнения (5.2) найдем группу не-
прерывных преобразований, им допускаемую. Вычисляя ее согласно мето-
дике [1], получаем, что группа порождается операторами 

1 ,x yX y x     2 ,tX t                                   (5.3) 

3 ,t x yX t x y       4 ,tX    

5 ,X    6 ,xX    7 .yX    

Для нахождения существенно различных инвариантных решений 
уравнения (5.2) перечислим все необходимые одномерные подалгебры для 
алгебры Ли с базисом (5.3): 

а) 1 2 3;X X X     
б) 1 3 5;X X X     
в) 1 4 5;X X X     
г) 4 5 6;X X X     
д) 5 6;X X    
е) 3 5;X X    
ж) 2 3;X X    
з) 2 6;X X    
и) 6;X   
к) 5.X   
α, β – произвольные постоянные. 
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Рассмотрим стационарное решение, инвариантное относительно по-
далгебры X4. Оно удовлетворяет уравнению 

   1 2 1 22 2 2 2 0,t x x y y x y
x y

               
   

               (5.4) 

решение которого может быть использовано для описания пластического 
течения длинного цилиндрического тела с произвольной формой попереч-
ного сечения под действием нагрузок, направленных по образующим ци-
линдра и постоянных вдоль образующих. 

Внешние нагрузки, приложенные на торцах стержня, статистически 
эквивалентны крутящему моменту 

 3 23 13 .G xS yS dxdy   

Здесь ось z совпадает с осью цилиндра, оси x, y лежат в плоскости по-
перечного сечения, ограниченного контуром Г. Пусть вектор нормали  
к боковой поверхности имеет вид  1 2, ,0n n . Так как внешние нагрузки на-

правлены вдоль образующей, то 

1 13 2 23 0
Г

n S n S  .                                         (5.5) 

Следовательно, необходимо решить задачу (5.4) (5.5). После диффе-
ренцирования и приведения подобных (5.4) сводится к уравнению  

2 22 0y xx x y xy x yy         ,                               (5.6) 

которое, как показано в [5], допускает бесконечномерную группу преобра-
зований Ли-Беклунда. Поэтому (5.6) может быть линеаризовано. Напри-
мер, это можно сделать с помощью преобразования Лежандра. Но возмо-
жен и другой способ изучения этого уравнения. 

Введем новые искомые функции xu   , yv   , тогда (5.5), (5.6) удоб-

но записать так 
2 22 0,x y yv u uvu u v    0y xu v  ;                           (5.7) 

1 2 Г
0n u n v  .                                            (5.8) 

Если считать u, v компонентами вектора скорости, то (5.7) описывает 
установившееся плоскопараллельное изоэнтропическое течение газа [6]. 
Граничное условие (5.8) означает, что газ течет в длинной трубе с непро-
ницаемыми стенками. 

Следовательно, задача об антиплоском установившемся пластическом 
течении (5.2), (5.5) сводится к задаче (5.7), (5.8) для уравнений газовой  
динамики. Необходимо отметить, что задача (5.7), (5.8) хорошо разработа-
на. Для ее решения использованы мощные аналитические и численные 
методы [6]. 
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Замечание. Кроме граничных условий (5.8) возможны и другие. Рас-
смотрим цилиндрическое тело, нагруженное на боковой поверхности уси-
лиями, равномерно распределенными и направленными вдоль образую-
щих. Тогда на боковой поверхности [7] получим следующее условие: 

 1 2 ,
Г

n u n v f x y  .                                       (5.9) 

Остановимся на некоторых нестационарных инвариантных решениях, 
которые, с нашей точки зрения, представляют определенный интерес. 

Решение на подалгебре X2 следует искать в виде 

 ,tf x y , 

тогда уравнение (5.2) запишется следующим образом 

   1 2 1 22 2 2 2
x x y y x y

x y

f f f f f f f         
   

. 

Если f искать в виде  f r    (r, φ – полярные координаты), то для 

определения функции φ получим уравнение 

 3 22 3 2 2 2'' 2 ' '          , 

которое можно использовать для описания пластического течения цилинд-
ра (поперечное сечение его задано уравнением  r    ). В качестве гра-

ничного условия можно взять (5.9). 
Пусть теперь  ax f bt y   , тогда (5.2) сведется к обыкновенному 

дифференциальному уравнению 

  1 22 2' ' ' ,bf f a f




   
 

 bt y   . 

Решим это уравнение, полагая равными нулю произвольные постоян-
ные, которые появляются при интегрировании. В результате получаем 

     
1 2 1 22 2 2 21 ln 1 1 .b f b f bf ab            

   
 

Это решение можно использовать для описания пластической волны 
в слое x h , если на его границе задано касательное напряжение S23. 

В заключение этого пункта приведем вид других инвариантных реше-
ний уравнения (5.2), которые можно построить на подалгебрах «а»–«н»: 

а)     2 exp ,t f r       exp 2t      при 2 0   ; 

      1 2ln , ,f r t r    при 2 0;    

б)     exp , expf t r     ; 
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в)  ,f t r     ; 

г)  ,t f t x y     ; 

д)  ,x f t y   ; 

е)  ln ,t f x t y t   ; 

ж)    1 2 2,t f r t      при 2 0   ; 

       1 2 ,r f t   при 2 0;    

з)   1 2 , 2 lnt f y t x   ; 

и)  ,f t y . 

Здесь α, β – произвольные постоянные. 
 
Заключение. Использование симметрий не ограничивается рассмот-

ренными примерами. Укажем кратко еще один способ использования 
группы непрерывных преобразований. Для этого вычислим группу точеч-
ных симметрий допускаемых уравнениями (0.2). Сделаем это по известной 
методике Ли-Овсянникова, которая уже применяется к уравнениям пла-
стичности в [1]. Рассмотрим группы точечных симметрий порождается 
операторами Li из алгебры Ли (1.1). Замечательным свойством этих точеч-
ных симметрий является то, что они решение системы (0.2) снова перево-
дят в точные решения этой же системы. Пусть t, xi, vi, p – исходные коор-
динаты, тогда они преобразуются в новые координаты t’, x’i, v’i, p’ с помо-
щью преобразований, соответствующих операторам (5) 

 0 1' exp ,t t a a     1 2' exp ,i ix a a f t    2' ,i i iv v a f t    

 3
21

' .i ii
p p f t a 
    

Здесь ai групповые параметры, которые непрерывно меняются в неко-
торой окрестности нуля. Эти преобразования можно использовать для по-
строения новых решений системы (0.2) [8]. Другие примеры использова-
ния симметрий, допускаемых уравнениями пластичности можно найти  
в статьях и монографиях [9–16]. 
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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ СУММИРОВАНИЯ КОНЕЧНЫХ СУММ 
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Конечные суммы находят применение в различных областях 
математики. Арифметическая прогрессия, геометрическая прогрессия – 
примеры конечных. Формулы суммирования указанных прогрессий широко 
используется при различных исследованиях. Напомнить, что 
определенный интеграл есть предел конечных сумм. Литература 
посвященная методам суммирования конечных сумм обширна. В работе 
предложен метод суммирования степеней первых ݊ членов натурального 
ряда. На основании этого метода получены формулы суммирования. Хотя 
полученные формулы могут быть выведены другими (известными) 
способами, сам метод заслуживает внимания, поскольку основан  
на некоторых геометрических соображениях. Приведем полученную 
формулу суммирования 7-х степеней первых ݊-членов натурального ряда: 

ࡿ
ሺૠሻ ൌ

൫    ૡ െ   ൯
ૡ

. 
 

Ключевые слова: суммирование конечных сумм. 
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Finite sums find application in various fields of mathematics. Arithmetic 
progression, geometric progression – examples of finite. The formula for 
summing these progressions is widely used in various studies. Recall that a 
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definite integral is the limit of finite sums. The literature devoted to methods of 
summation of finite sums is extensive. The paper proposes a method for 
summing the powers of the first n terms of a natural series. On the basis of this 
method, summation formulas are obtained. Although the resulting formulas  
can be derived in other (known) ways the method itself is noteworthy because 
it is based on some geometric considerations. We present the resulting formula 
for summing the 7th powers of the first n-terms of the natural series: 

ࡿ
ሺૠሻ ൌ

൫    ૡ െ   ൯
ૡ

. 
 

Keywords: summation of final sums. 
 
1. Введение 
Конечные суммы находят применение в различных областях 

математики. Арифметическая прогрессия, геометрическая прогрессия – 
примеры конечных. Формулы суммирования указанных прогрессий 
широко используется при различных исследованиях. Напомнить, что 
определенный интеграл есть предел конечных сумм. Литература 
посвященная методам суммирования конечных сумм обширна. В работе 
предложен метод суммирования степеней первых n членов натурального 
ряда. На основании этого метода получены формулы суммирования. Хотя 
полученные формулы могут быть выведены другими (известными) 
способами сам метод заслуживает внимания, поскольку основан  
на некоторых геометрических соображениях. 
 

2. Вывод формулы суммирования первых степеней  

ࡿ
ሺሻ ൌ     …   .

Сумма элементов приведенного ниже треугольника, это в точности ܵ
ሺଵሻ: 

1 

22 

333 

∙ 

∙ 

݊݊݊	. . . ݊ 

Просуммируем элементы приведенного треугольника по столбцам 

ܵ
ሺଵሻ ൌ ݊  ሺ݊ െ 1ሻ  ሺ݊ െ 2ሻ  ሺ݊ െ 3ሻ…  ൫݊ െ ሺ݊ െ 1ሻ൯ ൌ

ൌ ݊݊ െ ሺ1  2  3 ⋯ ݊ሻ  ݊ ൌ ݊݊ െ ܵ
ሺଵሻ  ݊. 

Следовательно, 2ܵଵ ൌ ݊ଶ  ݊ и 

ࡿ
ሺሻ ൌ

ሺ  ሻ


, 
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ࡿ
ሺሻ ൌ



 



 .

 
3. Вывод формулы суммирования вторых степеней 

ࡿ
ሺሻ ൌ     ⋯  .

Сумма элементов приведенного ниже треугольника, это в точности ܵ
ሺଶሻ: 

1ଵ 

2ଵ2ଵ 

3ଵ3ଵ3ଵ 

∙ 

∙ 

݊ଵ݊ଵ݊ଵ	. . . ݊ଵ 

Просуммируем элементы приведенного треугольника по столбцам: 

ሺ1  ݊ሻ݊
2

		
ሺ2  ݊ሻሺ݊ െ 1ሻ

2
		

ሺ3  ݊ሻሺ݊ െ 2ሻ

2
		… 

	
ሺ݊  ݊ሻሺ݊ െ ሺ݊ െ 1ሻሻ

2
ൌ
݊ሺ݊  1ሻሺ2݊  1ሻ

6
. 

 

ࡿ
ሺሻ ൌ

ሺ  ሻሺ  ሻ


. 

ࡿ
ሺሻ ൌ



 



 



 .

 
4. Вывод формулы суммирования третьих степеней 

ࡿ
ሺሻ ൌ     ⋯  .

Сумма элементов приведенного ниже треугольника, это в точности ܵ
ሺଷሻ: 

1ଶ 

2ଶ2ଶ 

3ଶ3ଶ3ଶ 

∙ 

∙ 

݊ଶ݊ଶ݊ଶ	. . . ݊ଶ 

 
Просуммируем элементы приведенного треугольника по столбцам. 

ܵ
ሺଷሻ ൌ ܵ

ሺଶሻ  ቀܵ
ሺଶሻ െ ଵܵ

ሺଶሻቁ  ቀܵ
ሺଶሻ െ ܵଶ

ሺଶሻቁ  ⋯ ቀܵ
ሺଶሻ െ ܵିଵ

ሺଶሻ ቁ ൌ 

ൌ ݊ ∙ ܵ
ሺଶሻ െ ሺ ଵܵ

ሺଶሻ  ܵଶ
ሺଶሻ  ⋯ ܵሺିଵሻ

ሺଶሻ ൌ 
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ൌ ݊ ∙ ܵ
ሺଶሻ െܵ

ሺଶሻ
ିଵ

ୀଵ

ൌ ݊ ∙ ܵ
ሺଶሻ െ

݇ሺ݇  1ሻሺ2݇  1ሻ

6

ିଵ

ୀଵ

ൌ 

ൌ ൝
ሺ݇ଶ  ݇ሻሺ2݇  1ሻ
2݇ଷ  ݇ଶ  2݇ଶ  ݇
2݇ଷ  3݇ଶ  ݇

ൌ ݊ ∙ ܵ
ሺଶሻ െ

2݇ଷ  3݇ଶ  ݇
6

ൌ

ିଵ

ୀଵ

 

ൌ ݊ ∙ ܵ
ሺଶሻ െ

1
3
݇ଷ െ

1
2
݇ଶ
ିଵ

ୀଵ

െ
1
6

ିଵ

ୀଵ

݇ ൌ

ିଵ

ୀଵ

 

ൌ ݊ ∙ ܵ
ሺଶሻ െ ൭

1
3
݇ଷ 

ିଵ

ୀଵ

1
3
݊ଷ൱ െ

1
3
݊ଷ൩ െ

1
2

ሺ݊ െ 1ሻ݊ሺ2݊ െ 1ሻ

6
െ
1
6

ሺ݊ െ 1ሻ݊
2

, 

ܵ
ሺଷሻ ൌ 	݊ ∙ ܵ

ሺଶሻ 
1
3
݊ଷ െ

1
3
ܵ
ሺଷሻ െ

ሺ݊ െ 1ሻ݊ሺ2݊  1 െ 1ሻ
12

, 

4
3
ܵ
ሺଷሻ ൌ

݊ ∙ ݊ሺ݊  1ሻሺ2݊  1ሻ

6

݊ଷ

3
െ
ሺ݊ െ 1ሻ2݊ଶ

12
ൌ 

ൌ
݊ଶሾ2ሺ݊  1ሻሺ2݊  1ሻ  2ሺ݊  1ሻሿ

12
ൌ
2݊ଶሺ݊  1ሻሾ2݊  1  1ሿ

12
ൌ 

ൌ
2݊ଶሺ݊  1ሻ2ሺ݊  1ሻ

12
ൌ
݊ଶሺ݊  1ሻଶ

3
, 

4
3
ܵ
ሺଷሻ ൌ

݊ଶሺ݊  1ሻଶ

3
. 

ࡿ
ሺሻ ൌ

ሺ  ሻ


. 

ࡿ
ሺሻ ൌ



 



 



 .

 

5. Вывод формулы суммирования 4-х степеней 

ࡿ
ሺሻ ൌ     ⋯  .

Представим ܵ
ሺସሻ в виде суммы элементов следующего треугольника: 

1ଷ 

2ଷ2ଷ 

3ଷ3ଷ3ଷ 

∙ 

∙ 

݊ଷ݊ଷ݊ଷ	. . . ݊ଷ 
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Просуммируем элементы треугольника по столбцам:  

ܵ
ሺସሻ ൌ ܵ

ሺଷሻ  ቀܵ
ሺଷሻ െ ଵܵ

ሺଷሻቁ  ቀܵ
ሺଷሻ െ ܵଶ

ሺ	ଷሻቁ  ⋯ ቀܵ
ሺଷሻ െ ܵିଵ

ሺଷሻ ቁ ൌ 

݊ ∙ ܵ
ሺଷሻ െ

݇ଶሺ݇  1ሻଶ

4

ିଵ

ୀଵ

ൌ ݊ ∙ ܵ
ሺଷሻ െ

݇ସ  2݇ଷ  ݇ଶ

4

ିଵ

ୀଵ

ൌ 

ൌ ݊ ∙ ܵ
ሺଷሻ െ

1
4
݇ସ
ିଵ

ୀଵ

െ
1
2
݇ଷ
ିଵ

ୀଵ

െ
1
4
݇ଶ
ିଵ

ୀଵ

ൌ ݊ ∙ ܵ
ሺଷሻ െ

1
4

ሺ݊ െ 1ሻ݊ሺ2݊ െ 1ሻ
6

, 

5
4
ܵ
ሺସሻ ൌ 	݊ ∙ ܵ

ሺଷሻ 
݊ସ

4
െ
3ሺ݊  1ሻଶ ∙ ݊ଶ  ሺ݊ െ 1ሻ݊ሺ2݊ െ 1ሻ

24
, 

5
4
ܵ
ሺସሻ ൌ

݊ ቂ24
ሺାଵሻమ∗మାయିሺଷయିమାଷାଶమିିଶାଵሻ

ସ
ቃ

24
, 

5
4
ܵ
ሺସሻ ൌ

݊ሾ6݊ସ  12݊ଷ  6݊ଶ  6݊ଷ െ 3݊ଷ  4݊ଶ െ 1ሿ

24
, 

5
4
ܵ
ሺସሻ ൌ

݊ሾ6݊ସ  15݊ଷ  10݊ଶ െ 1ሿ

24
. 

ࡿ
ሺሻ ൌ

ሺ     െ ሻ


. 

ࡿ
ሺሻ ൌ



 



 



 െ




 .

 
6. Вывод формулы 5-х степеней 

ࡿ
ሺሻ ൌ     ⋯  

Сумма элементов приведенного ниже треугольника, это в точности ܵ
ሺହሻ: 

1ସ 

2ସ2ସ 

3ସ3ସ3ସ 

∙ 

∙ 

݊ସ݊ସ݊ସ	. . . ݊ସ 

Просуммируем элементы приведенного треугольника по столбцам: 
 

ܵ
ሺହሻ ൌ ܵ

ሺସሻ  ቀܵ
ሺସሻ െ ଵܵ

ሺସሻቁ  ቀܵ
ሺସሻ െ ܵଶ

ሺସሻቁ  ⋯ ቀܵ
ሺସሻ െ ܵିଵ

ሺସሻ ቁ ൌ 
 

ൌ ݊ ∙ ܵ
ሺସሻ െ ቀ ଵܵ

ሺସሻ  ܵଶ
ሺସሻ  ⋯ ܵିଵ

ሺସሻ ቁ ൌ 
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ൌ ݊ ∙ ܵ
ሺସሻ െܵ

ሺସሻ ൌ ݊ܵ
ሺସሻ െ

ିଵ

ୀଵ


݇ሺ6݇ସ  15݇ଷ  10݇ଶ െ 1ሻ

30

ିଵ

ୀଵ

൩, 

 

6
5
ܵ
ሺହሻ ൌ

ሺ2݊ െ 1ሻ

2
݊	ܵ

ሺସሻ െ
1
3
ܵ
ሺଷሻ 

1
30

ܵ
ሺଵሻ  

1
5
݊ହ 

1
2
݊ସ 

1
3
݊ଷ െ

1
30

݊൨ ൌ 
 

ൌ
ሺ2݊ െ 1ሻ

2
∙
݊ሺ6݊ସ  15݊ଷ  10݊ଶ െ 1ሻ

30
െ
1
3
݊ଶሺ݊  1ሻଶ

݊

1
30

݊ሺ݊  1ሻ

2
 

 


ሺ6݊ହ  15݊ସ  10݊ଷ െ ݊ሻ

30
െ
݊
60

ൈ 
 

ൈ ሾሺ2݊ െ 1ሻሺ6݊ସ  15݊ଷ  10݊ଶ െ 1ሻ െ 5݊ሺ݊  1ሻଶ+ 
 

+ሺ݊  1ሻ12݊ସ  30݊ଷ  20݊ଶ െ 2ሿ ൌ



ሾ12݊ହ  36݊ସ  30݊ଷ െ 6݊ሿ ൌ 

 

ൌ
6݊ଶ

60
ሾ2݊ସ  6݊ଷ  5݊ଶ െ 1ሿ ൌ 6ܵ

ሺହሻ. 
 

ࡿ
ሺሻ ൌ

ሺ     െ ሻ


. 
 

ࡿ
ሺሻ ൌ



 



 




 െ



 .

 
 

7. Вывод формулы суммирования 6-той степени  

ࡿ
ሺሻ ൌ 	   ⋯  .

Сумма элементов приведенного ниже треугольника, это в точности ܵ
ሺሻ: 

1ହ 

2ହ2ହ 

3ହ3ହ3ହ 

∙ 

∙ 

݊ହ݊ହ݊ହ	. . . ݊ହ 

Просуммируем элементы приведенного треугольника по столбцам. 

ܵ
ሺሻ ൌ ܵ

ሺହሻ  ቀܵ
ሺହሻ െ ଵܵ

ሺହሻቁ  ቀܵ
ሺହሻ െ ܵଶ

ሺହሻቁ  ⋯ ቀܵ
ሺହሻ െ ܵିଵ

ሺହሻ ቁ ൌ 

ൌ ݊ ∙ 	ܵ
ሺହሻ െ ቀ ଵܵ

ሺହሻ  ܵଶ
ሺହሻ  ⋯ ܵିଵ

ሺହሻ ቁ= 

ൌ ݊ ∙ 	ܵ
ሺହሻ െܵ

ሺହሻ ൌ ݊ ∙ 	ܵ
ሺହሻ െ 

݇ଶሺ2݇ସ  6݇ଷ  5݇ଶ െ 1ሻ

12

ିଵ

ୀଵ

൩

ିଵ

ୀଵ

ൌ 
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ൌ ݊ ∙ 	ܵ
ሺହሻ െ 

2݇  6݇ହ  5݇ସ െ ݇ଶ

12

ିଵ

ୀଵ

൩ ൌ 

ൌ ݊ ∙ 	ܵ
ሺହሻ െ

1
6
݇
ିଵ

ୀଵ

െ
1
2
݇ହ
ିଵ

ୀଵ

െ
5
12

݇ସ
ିଵ

ୀଵ


1
12

݇ଶ ൌ

ିଵ

ୀଵ

 

ൌ ݊ ∙ 	ܵ
ሺହሻ െ

1
6
൭ሺ݇  ݊ െ ݊ሻ
ିଵ

ୀଵ

൱ െ
1
2
൭ሺ݇ହ  ݊ହ െ ݊ହሻ
ିଵ

ୀଵ

൱ െ 

െ
5
12

൭ሺ݇ସ  ݊ସ െ ݊ସሻ
ିଵ

ୀଵ

൱ 
1
12

൭ሺ݇ଶ  ݊ଶ െ ݊ଶሻ
ିଵ

ୀଵ

൱ ൌ 

ൌ ݊ ∙ 	ܵ
ሺହሻ െ

1
6
ܵ
ሺሻ 

1
6
݊ െ

1
2
ܵ
ሺହሻ 

1
2
݊ହ െ 

െ
5
12

ܵ
ሺସሻ 

5
12

݊ସ 
1
12

ܵ
ሺଶሻ െ

1
12

݊ଶ ൌ ܵ
ሺሻ, 

7
6
ܵ
ሺሻ ൌ ݊ ∙ 	ܵ

ሺହሻ െ
1
2
ܵ
ሺହሻ െ

5
12

ܵ
ሺସሻ െ

1
12

ܵ
ሺଶሻ  


1
6
݊ 

1
2
݊ହ 

5
12

݊ସ െ
1
12

݊ଶ൨, 

7
6
ܵ
ሺሻ ൌ

ሺ2݊ െ 1ሻ

2
ܵ
ሺହሻ െ

5
12

ܵ
ሺସሻ െ

1
12

ܵ
ሺଶሻ  


1
6
݊ 

1
2
݊ହ 

5
12

݊ସ െ
1
12

݊ଶ൨, 

7
6
ܵ
ሺሻ ൌ

ሺ2݊ െ 1ሻ

2
∙
݊ଶሺ2݊ସ  6݊ଷ  5݊ଶ െ 1ሻ

12
െ

5
12

ൈ 

ൈ
݊ሺ6݊ସ  15݊ଷ  10݊ଶ െ 1ሻ

30

1
12

ൈ 

ൈ
݊ሺ݊  1ሻሺ2݊  1ሻ

6

ሺ2݊  6݊ହ  5݊ସ െ ݊ଶሻ

12
, 

7
6
ܵ
ሺሻ ൌ

60݊  210݊  210݊ହ െ 70݊ଷ  10݊
360

. 

ࡿ
ሺሻ ൌ

൫     െ ૠ  ൯


. 

ࡿ
ሺሻ ൌ


ૠ
ૠ 



 



 െ



 




 .
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8. Вывод формулы суммирования 7-й степени  

ࡿ
ሺૠሻ ൌ 	ૠ  ૠ ⋯  .ૠ

Сумма элементов приведенного ниже треугольника, это в точности ܵ
ሺሻ: 

1 

22 

333 

∙ 

∙ 

݊݊݊	. . . ݊ 

Просуммируем элементы приведенного треугольника по столбцам. 

ܵ
ሺሻ ൌ ܵ

ሺሻ  ቀܵ
ሺሻ െ ଵܵ

ሺሻቁ  ቀܵ
ሺሻ െ ܵଶ

ሺሻቁ  ⋯ ቀܵ
ሺሻ െ ܵିଵ

ሺሻ ቁ ൌ 

ൌ ݊ ∙ 	ܵ
ሺሻ െ ቀ ଵܵ

ሺሻ  ܵଶ
ሺሻ  ⋯ ܵିଵ

ሺሻ ቁ = 

ൌ ݊ ∙ 	ܵ
ሺሻ െܵ

ሺሻ ൌ ݊ ∙ 	ܵ
ሺሻ െ 

6݊  21݊  21݊ହ െ 7݊ଷ  ݊
42

ିଵ

ୀଵ

൩

ିଵ

ୀଵ

ൌ 

ൌ ݊ ∙ 	ܵ
ሺሻ െ

1
7
݇
ିଵ

ୀଵ

െ
1
2
݇
ିଵ

ୀଵ

െ
1
2
݇ହ
ିଵ

ୀଵ


1
6
݇ଷ െ

ିଵ

ୀଵ

1
42

݇ ൌ

ିଵ

ୀଵ

 

ൌ ݊ ∙ 	ܵ
ሺሻ െ

1
7
൭ሺ݇  ݊ െ ݊ሻ
ିଵ

ୀଵ

൱ െ
1
2
൭ሺ݇  ݊ െ ݊ሻ
ିଵ

ୀଵ

൱ െ 

െ
1
2
൭ሺ݇ହ  ݊ହ െ ݊ହሻ
ିଵ

ୀଵ

൱ 
1
6
൭ሺ݇ଷ  ݊ଷ െ ݊ଷሻ
ିଵ

ୀଵ

൱ െ 

െ
1
42

൭ሺ݇  ݊ െ ݊ሻ
ିଵ

ୀଵ

൱ ൌ ݊ ∙ 	ܵ
ሺሻ െ

1
7
ܵ
ሺሻ 

1
7
݊ െ

1
2
ܵ
ሺሻ 

1
2
݊ െ 

െ
1
2
ܵ
ሺହሻ 

1
2
݊ହ 

1
6
ܵ
ሺଷሻ െ

1
6
݊ଷ െ

1
42

ܵ
ሺଵሻ 

1
42

݊ଵ ൌ ܵ
ሺሻ, 

8
7
ܵ
ሺሻ ൌ ݊ ∙ 	ܵ

ሺሻ െ
1
2
ܵ
ሺሻ െ

1
2
ܵ
ሺହሻ 

1
6
ܵ
ሺଷሻ െ

1
42

ܵ
ሺଵሻ  

 
1
7
݊ 

1
2
݊ 

1
2
݊ହ െ

1
6
݊ଷ 

1
42

݊൨, 

8
7
ܵ
ሺሻ ൌ

ሺ2݊ െ 1ሻ

2
ܵ
ሺሻ െ

1
2
ܵ
ሺହሻ െ

1
6
ܵ
ሺଷሻ െ

1
42

ܵ
ሺଵሻ  
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1
7
݊ 

1
2
݊ 

1
2
݊ହ െ

1
6
݊ଷ 

1
42

݊൨, 

8
7
ܵ
ሺሻ ൌ

ሺ2݊ െ 1ሻ

2
∙
ሺ6݊  21݊  21݊ହ െ 7݊ଷ  ݊ሻ

42
െ
1
2
ൈ 

ൈ
ሺ2݊  6݊ହ  5݊ସ െ ݊ଶሻ

12

1
6
∙
݊ସ  2݊ଷ  ݊ଶ

4
െ 

െ
1
42

∙
݊ଶ  ݊
2


ሺ6݊  21݊  21݊ହ െ 7݊ଷ  ݊ሻ

42
, 

8
7
ܵ
ሺሻ ൌ

24଼݊  96݊  112݊ െ 56݊ସ  16݊ଶ

168
. 

ࡿ
ሺૠሻ ൌ

൫    ૡ െ   ൯
ૡ

. 

ࡿ
ሺૠሻ ൌ


ૡ
ૡ 



ૠ 

ૠ


 െ
ૠ


 



 .

 
Заключение 
Формулы суммирования, приведенные выше могут быть использо- 

ваны для получения формул суммирования более высоких степеней, 
поскольку в справочниках не всегда приводиться необходимая формула. 
Интересной представляется следующая задача: на основе приведенного 
метода дать метод суммирования основанный на представлении указанных 
сумм в виде многочлена от ݊. 
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СПЕКТРАЛЬНОЕ ТЕСТИРОВАНИЕ ДЕНДРОКЛИМАТИЧЕСКИХ 
РЯДОВ НА БАЗЕ НУЛЕВОЙ ГИПОТЕЗЫ 

 
В. В. Шишов1, И. Н. Коюпченко2 
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Российская Федерация, 660041, Красноярск, просп. Свободный, 79 
E-mail: 1vlad.shishov@gmail.com; 2kinkras@gmail.com 

 
Целью данной работы является описание метода спектрального раз-

ложения дендроклиматических данных на базе нулевой гипотезы. Прове-
ряется гипотеза о том, что для выявления значимых циклов в дендрокли-
матических рядах достаточно тестировать полученный спектр на базе 
нулевой гипотезы, сформулированной для белого шума.  

 
Ключевые слова: древесно-кольцевые хронологии, хронология, спек-

тральное разложение, белый шум, климатическая реконструкция, MTM  
и MTM&SSA подходы, сингулярный спектральный анализ, коэффициент 
Кендалла. 

 
SPECTRAL TESTING OF DENDROCLIMATIC SERIES 

BASED ON THE NULL HYPOTHESIS 
 

V. V. Shishov1, I. N. Koyupchenko2 
 

Siberian Federal University 
79, Svobodny Av., Krasnoyarsk, 660036, Russian Federation 

E-mail: 1vlad.shishov@gmail.com; 2kinkras@gmail.com 
 

The goal of the paper is to describe a method of spectral decomposition of 
dendroclimatic data based on the null hypothesis. The paper tests the hypothesis 
that in order to identify significant cycles in dendroclimatic series it is sufficient 
to test the obtained spectrum on the basis of the null hypothesis formulated  
for white noise. 

 
Keywords: tree-ring chronologies, chronology, spectral decomposition, 

white noise, climate reconstruction, MTM and MTM&SSA approaches, singular 
spectral analysis, Kendall coefficient. 

 
Известно, что древесно-кольцевые хронологии (дендрохронологиче-

ские временные ряды) являются важным источником косвенной информа-
ции высокого разрешения об изменениях окружающей среды и климата  
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в прошлом и настоящем [1–3; 5; 6; 21–23]. Очень часто сигналы, присутст-
вующие в подобных временных рядах, ассоциируется либо с прямыми 
внешними периодическими воздействиями (например, годовой освещен-
ностью), либо с разнообразными внутренними нестабильными осцилля-
циями биологических систем, вызванными, например, возрастными изме-
нениями последних [8]. В большинстве случаев, сигнал является резуль- 
татом суперпозицией разнообразных внутренних и внешних воздействий 
[4; 14]. 

Что касается периодических воздействий, то в данном случае сигналы 
моделируется при помощи синусоидальных временных зависимостей и без 
труда выявляются как четкие локальные максимумы для спектральной 
функции с когерентным фазовым спектром [13]. В случаи, когда амплиту-
да и фаза для выявленных сигналов являются не устойчивыми, предыду-
щий подход является не достаточным. Необходимо сделать ряд дополни-
тельных предположений о возможных причинах частотной, фазовой и ам-
плитудной неустойчивости. После этого, сигналы определяются при по-
мощи спектральной функции как локальные максимумы с большой, чем  
у вероятного «шума», амплитудой [8]. 

В дендроклиматологии и чистой климатологии считается, что неста-
бильность в различных системах может быть связаны с «низкочастотным» 
шумом, возникающим в результате взаимодействия белого шума с мед-
ленно меняющимися компонентами самой изучаемой системы [4; 14].  
Такой шум по определению называется «красным» [8]. Красный шум 
обычно описывается при помощи авторегрессионного процесса 1-го поряд-
ка AR(1): Rn = Rn–1 + n, (n = 0, …, N), где  – автокорреляционный коэф-
фициент 1-го порядка;  – гауссовский шум с математическим ожиданием 
R0 и дисперсией 2 [8]. 

Для оценки влияния таких случайных процессов на спектр изучаемых 
временных рядов применяется процедуры, которые позволяют найти ха-
рактеристики этих случайных компонент и, таким образом, определить их 
вклад в оценочный спектр [8; 13]. При этом для оценки значимости макси-
мумов спектральной функции тестируется нулевая гипотеза, состоящая  
в том, что начальная информация является красным шумом.  

Новый подход в спектральном анализе тестировался на синтетических 
временных рядах [19; 20] и сверхдлительных хронологиях, полученных по 
Щвеции и Финляндии на основе стандартизации региональными кривыми 
(Regional Curve Standartization – RCS) [18]. 

Для проверки выдвинутой гипотезы использован подход, описанный  
в работе [8], с небольшими модификациями. В нашем случае, изучаемый 
временной ряд длиной в 1440 лет являлся линейной комбинацией следую-
щих компонент: линейного тренда, 3-х чистых синусоид с периодом в 300, 
108 и 36 лет с относительной амплитудой 1, высокочастотной составляю-
щей с периодом в 5 лет и относительной амплитудой 0,75, 3 синусоидаль-
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ных осцилляции с периодом в 11–12 лет с амплитудой 1, а также AR(1) про-
цесс с дисперсией 2 = 2 (рис. 1). (Вклад шума в дисперсию изучаемого син-
тетического процесса был увеличен вдвое по сравнению с работой Man’a). 
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Рис. 1. Динамика чистого сигнала (а) и линейной комбинации сигнала 
и красного шума (б) 

 
В качестве основных методов для спектрального разложения были 

использованы метод множественных сфероидальных последовательностей 
(multiple-taper methods – MTM) [9; 11; 13] и сингулярный спектральный 
анализ (Singular Spectrum Analysis – SSA) [7; 10]. Для моделирования 
AR(1) процесса красного шума был использован традиционный метод 
Монте-Карло. 

Для оценки согласованности в динамике временных рядов была ис-
пользована -статистика Кендалла [15; 16] с модификациями. Модифика-
ции были связаны с расчетом скользящих коэффиентов Кендалла в опре-
деленном окне длины W. 

Для вычисления скользящего коэффициента ранговой корреляции Кен-
далла (K коэффициента) в момент t с длиной “окна” 2 1W k   между дву-
мя временными рядами (i-м и j-м) необходимо вычислить предварительно: 

,
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ij i i j j
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и, наконец, сам K  коэффициент: 
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Коэффициент ранговой корреляции Кендалла применяется для про-
верки независимости случайных величин (например, несогласованности  
в росте двух различных деревьев). Если гипотеза независимости верна, 

то      
 

2 2 5
0,  .

9 1

W
M K D K

W W


 


 При небольшом объеме выборки 

(4 10)W   проверка статистической гипотезы независимости произво-
дится с помощью специальной таблицы. 

При 10W   пользуются тем, что величина 
1 / 2 ( 1) ( 1)(2 5) /18K K W W Wt W n     распределена по закону Стью-

дента. Ниже приведены критические значения (p < 0,05) для коэффициента 
Кендалла в зависимости от величины окна W (табл. 1). 

 
Таблица 1 

Критические значения -статистики Кендалла,  
полученные для окон W различной длины 

 

Величина окна W Критическое значение K Уровень значимости  
11 
21 
51 
101 
201 

0.46 
0.31 
0.21 
0.14 
0.10 

0.05 
0.05 
0.05 
0.05 
0.05 

 
Критерии, основанные на коэффициенте ранговой корреляции Спирме-

на и на коэффициенте ранговой корреляции Кендалла асимптотически экви-
валентны (при W = 2 соответствующие ранговые статистики совпадают). 

Проверка гипотезы на синтетических временных рядах 
На основе метода множественных сфероидальных последовательно-

стей (МТМ) было получено разложение «чистого» сигнала, рассматривае-
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мого в синтетическом примере (рис. 2, а), которое практически совпадает  
с частотами исходных циклических компонент сигнала.  

Такое же разложение получается при помощи сингулярного спек-
трального анализа – SSA. Значимость циклов выявлялась на основе пред-
положения, что фоновое воздействие является белым шумом. 

Аналогичный подход был применен для оценки значимых цикличе-
ских компонент в 160 смоделированных методом Монте-Карло рядах, со-
стоящих из красного шума и, собственно, сигнала (20 временных рядов для 
каждого автокорреляционного коэффициента 1-го порядка – , который 
изменялся от 0,1 до 0,8) [19; 20].  

а 

б 
 

Рис. 2. МТМ спектральное разложение сигнала (а) и имитационного временного  
ряда (б), состоящего из сигнала и красного шума ( = 0,4) (жирной пунктирной 

линией указан 99,9 % уровень значимости для белого шума) 
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Результаты показывают, что значимые различия в спектрах сигнала и 
смоделированных рядов появляются, когда автокорреляционный коэффи-
циент 1-го порядка , определящий процесс красного шума, становиться 
большим, чем 0,6 (табл. 2).  

 
Таблица 2 

Сравнение спектральных характеристик смоделированных  
методом Монте-Карло рядов, состоящих красного шума и чистого сигнала 

 

Значение авторегрессионного коэффициента ,  
определяющего процесс красного шума 

Статистические 
характеристики  

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 
R – средний коэф-
фициент корреляции 
между ВР 

0,70 0,69 0,68 0,67 0,65 0,62 0,58 0,51 

Сходство  
МТМ-спектров  20/20 20/20 19/20 19/20 18/20 17/20 6/20 2/20 

 
Под сходством спектров в данном случае понимается одинаковость 

множества частот, выделенных на основе F-критерия и их амплитуды  
(в dB) в частотной области.  

В случаях, когда авторегрессионный коэффициент  превосходит 0,6, 
необходимы дополнительные преобразования спектра (например, на осно-
ве робастного оценивания) и замена нулевой гипотезы [8; 13]. В качестве 
нулевой гипотезы выдвигается предположение, что исходный временной 
ряд является автокорреляционным процессом 1-го порядка для белого шу-
ма, т. е. красным шумом. 

С другой стороны, по некоторым оценкам шумовая автокорреляция 
первого порядка для климатологических и дендрохронологических рядов 
не превосходит 0,4–0,6 [8; 12]. 

Следовательно, для достоверного определения цикличностей доста-
точно использовать предположение о наличии в исходных дендроклимати-
ческих рядах только белого шума. Это позволяет значительно упростить 
процедуру достоверного определения цикличностей, присутствующих, на-
пример, в дендроклиматических рядах.  

В качестве материала для исследования были взяты две сверхдли- 
тельных древесно-кольцевых хронологии, построенных для территории  
Швеции (Торнотраск) и Финляндии. 

Для получения аддитивных спектральных составляющих были при-
менены метод множественных сфероидальных последовательностей и син-
гулярный спектральный анализ. Оба эти метода являются непараметриче-
скими и применимы для анализа нестационарных временных рядов [7–9]. 

Проверка гипотезы на древсено-кольцевых хронологиях 
Рассмотрим результаты, связанные со спектральным разложением  

и анализом рассматриваемых сверхдлительных хронологий [18]. 
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На основе метода множественных сфероидальных последовательно-
стей было получено спектральное разложение обеих древесно-кольцевых 
хронологий. 

Очень похожее частотное разложение получается на базе сингулярно-
го спектрального анализа. На базе кластерного анализа были выделены 
следующие группы компонент: Trend – компоненты с частотами меньше, 
чем 0,00051, Super long-term – компоненты с частотами в интервале  
от 0,00051 до 0,00503, Long-term – от 0,00503 до 0,01010, Middle-term –  
от 0,01010 до 0,01754, Short-term – от 0,01754 до 0,02941, Super short-term – 
от 0,02941 до 0,05. 

Очень важным вопросом при спектральном разложении временных 
рядов является вопрос о единственности такого представления. Например, 
простое изменение уровня значимости при выявлении циклов может при-
вести к появлению новых частот или к уменьшению числа последних. Это, 
безусловно, может оказать влияние на конечный результат. В какой-то ме-
ре, подобной проблемы можно избежать при помощи группировки «близ-
ких» частот при помощи одного из классификационных методов, как опи-
сано выше. В результате, «генерализованная» компонента, полученная как 
линейная комбинация сингулярных временных рядов, близких по частоте, 
будет более робастной к возмущениям, вызванных, например, появлением 
«новых» составляющих с относительно небольшим вкладом. 

Правильность такого подхода может быть потверждена, например, 
сравнением циклических составляющих, полученных двумя независимыми 
методами: сингулярным спектральным анализом и узкополостной фильт-
рацией на базе обратного быстрого преобразования Фурье (см. рис. 3–5). 
Можно отметить высокие положительные коэффициенты корреляции ме-
жду циклическими составляющими, полученных различными методами 
для разных частотных полос. 

Отметим, что наибольшая похожесть выявленных составляющих  
наблюдается на частотах, определяющих колебания с длиной волны от 20 
до 34 лет и от 100 лет и выше. Следуя предположения, что любой сигнал 
является суммой циклических составляющих, тренда и шума, получаем, 
что «результирующие» хронологии, полученные различными способами 
для одних и тех участков, являются сильно положительно коррелирован-
ными. Так, для Швеции коэффициент корреляции между SSA и FFT сум-
марными хронологиями равен 0,94, а для Финляндии – 0,92, соответствен-
но (рис. 6). 

При этом на каждую из вновь полученных хронологий приходится  
по 71 % от общей дисперсии для соответствующих исходных хронологий.  

Таким образом, получено адекватное спектральное представление 
двух сверхдлительных хронологий для территории Швеции и Финляндии. 
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Рис. 3. Низкочастотные компоненты (длина волны более 200 лет), полученные при помощи обратного  
преобразования Фурье и сингулярного спектрального анализа, для Щвеции (коэффициент корреляции  

между соответствующими компонентами R = 0,92) и Финляндии (R = 0,73) 
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Рис. 4. Низкочастотные компоненты (длина волны от100 до 200 лет), полученные при помощи обратного  
преобразования Фурье и сингулярного спектрального анализа, для Щвеции (R = 0,75) и Финляндии (R = 0,72) 
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Рис. 5. Низкочастотные компоненты (длина волны от 57 до 100 лет), полученные при помощи обратного  
преобразования Фурье и сингулярного спектрального анализа, для Щвеции (R = 0,59) и Финляндии (R = 0,62) 
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Рис. 6. Суммарные сигналы, полученные для Швеции (а) и Финляндии (б) на базе прямого суммирования  
SSA- и FFT-составляющих. Коэффициенты корреляции между SSA и FFT «результирующими» хронологиями  

равны 0,94 для Швеции и 0,92 для Финляндии, соответственно 
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Анализ согласованности спектральных разложений сверхдли-
тельных хронологий 

Анализируемые древесно-кольцевые хронологии смещены в долгот-
ном направлении всего на 300 км друг от друга, и, как следствие, они име-
ют общую хорошую временную согласованность. Несмотря на это, наблю-
даются периоды, когда динамика анализируемых временных рядов суще-
ственно различается (рис. 7). 
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Рис. 7. Скользящие коэффициенты Кендалла (-статистики), рассчитанные между  
Шведской и Финской древесно-кольцевыми хронологиями с окнами W различной  
длины (  – 95 % уровень значимости для большего окна W;  – 95 % уровень 

значимости для меньшего окна W) 
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Можно отметить существование значимого положительного тренда  
в согласованности динамики двух древесно-кольцевых хронологий,  
т. е. синхронность в поведении двух исследуемых временных рядов значи-
мо увеличивается от прошлого к настоящему. Причина в увеличении со-
гласованности может заключаться в лучшем качестве материала в настоя-
щем. Это ведет к более аккуратному построению древесно-кольцевых хро-
нологий, и учитывая, что расстояние между хронологиями не более 300 км 
(для Севера расстояние не очень значительное), мы получаем лучшую син-
хронность в поведении.  

С другой стороны, по некоторым оценкам увеличение согласованно-
сти ведет к ухудшению условий роста для древесных растений. Вероятно, 
этот факт может является причиной увеличения согласованности. Спек-
тральный анализ полученных коэффициентов Кендалла показал на нали-
чие следующих цикличностей, которые выявляются для различных сколь-
зящих окон: около 1500 лет, 300 лет, 135–155 лет, 90–110 лет, 45–65 лет. 
Отметим, что более 99 % значимых значений коэффициентов Кендалла для 
различных значений длины окна W являются положительными. Следова-
тельно, либо исследуемые хронологии находятся постоянно в фазе, либо 
их поведение не согласованно. Явных противофаз в динамике исследуе-
мых временных рядов не наблюдается. 

Выяснить причину таких рассогласований можно на основе анализа 
различных циклических составляющих, полученных для соответствующих 
древесно-кольцевых хронологий. 

Во-первых, определим, как соотносятся скользящие коэффициенты 
Кендалла, характеризующие условия роста (коэффициент Кендалла, 
раcсчитанный между древесно-кольцевой хронологией и хронологическим 
рядом) с исходными древесно-кольцевыми хронологиями. 

Во-вторых, определим, как соотносятся скользящие коэффициенты 
Кендалла, характеризующие условия роста и скользящие коэффициенты 
Кендалла, характеризующие синхронность в поведении 2-ух древесно-
кольцевых хронологий. 

В-третьих, попытаемся определиться с наиболее информативной ха-
рактеристикой, определяющей динамику обоих древесно-кольцевых хро-
нологий. 

Заметим, что для анализа согласованности трех и более рядов можно 
применить скользящий коэффициент конкордации Кендалла [15; 16; 18]. 

Сравнение поведения скользящих коэффицентов Кендалла условия 
роста, полученных для низкочастотных составляющих (длина волны от 
100 и выше лет) по Финляндии и Швеции с динамикой самих низкочастот-
ных компонент показывает хорошую похожесть (наличие общих периодов 
согласования, рассогласования и противофаз) между разнородными пока-
зателями (рис. 8, 9).  
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Рис. 8. Сравнительная динамика:  

а –  скользящих коэффициентов Кендалла, характеризующих условия роста, для низкочастотных колебаний  
(длина волны от 200 и выше лет) по Швеции и Финляндии; б – низкочастотных колебаний (длина волны  

от 200 и выше лет) по Швеции и Финляндии 
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Рис. 9. Сравнительная динамика: 
а – скользящих коэффициентов Кендалла, характеризующих условия роста, для низкочастотных колебаний  

(длина волны от 100 до 200 лет) по Швеции и Финляндии; б – низкочастотных колебаний  
(длина волны от 100 и 200 лет) по Швеции и Финляндии 
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При этом обращает на себя внимание одинаковость амплитуд для ко-
эффициентов Кендалла. Это объясняется переходом от абсолютных значе-
ний к рангам, так как  статистика Кендалла основана на подсчете инвер-
сий при сравнении двух ранжированных рядов. Одним из самых дискусси-
онных остается вопрос о выборе окна скольжения W. В случае, когда  
известна доминирующая частота в спектральном разложении временного 
ряда, выбор достаточно прост: длина окна скольжения должна быть близ-
кой к половине длины доминирующего цикла. Правильность такой реко-
мендации подтверждается, например, сходством динамики коэффициента  
Кендалла и самой циклической компоненты (см. рис. 8, 9). 

Аналогичные взаимоотношения выявляются при сравнении скользящих 
коэффициентов Кендалла с более высокочастотными циклическими компо-
нентами. Заметим, что подход с выбором окна скольжения остается прежним. 

Таким образом, можно сделать заключение о том, что скользящий ко-
эффициент Кендалла, характеризующий условия роста, хорошо отражает 
особенности поведения исходных циклических компонент. В отличие  
от коэффициента корреляции Пирсона, который, напрямую, зависит от 
среднего и дисперсии, коэффициенты Кендалла в меньшей степени зависят 
от абсолютных значений исходных временных рядов, то есть являются  
более «грубыми» характеристиками. Можно привести примеры, когда  
коэффициент корреляции Пирсона будет незначим (случай нелинейной  
зависимости между исследуемыми переменными), а коэффициент ранго-
вой корреляции будет значим с высоким уровнем достоверности. 

Определим, как соотносятся скользящие коэффициенты Кендалла, ха-
рактеризующие условия роста и скользящие коэффициенты Кендалла, ха-
рактеризующие синхронность в поведении различных циклических ком-
понент для 2-х древесно-кольцевых хронологий. 

Для всех выделенных циклических компонент по Шведской и Фин-
ской древесно-кольцевым хронологиям отмечается прямое соответствие 
между значениями коэффициентов Кендалла, характеризующих синхрон-
ность в поведении 2-х временных рядов, и характеристиками, отражающих 
условия роста (рис. 10–12). В качестве последних можно рассматривать 
как скользящие коэффициенты Кендалла условий роста, так и сами цикли-
ческие составляющие в силу высокого соответствия в их поведении. При-
веденные соответствия указывают на то, что характеризовать совместную 
динамику двух древесно-кольцевых хронологий можно при помощи одной 
характеристики – скользящего -коэффициента Кендалла с соответствую-
щим выбором окна W. 

При этом, «покомпонентный» анализ (совместный анализ цикличе-
ских составляющих для древесно-кольцевых хронологий) выявляет ряд 
интересных особенностей. Прежде всего, отмечается отрицательный тренд 
в динамике скользящего коэффициента Кендалла для низкочастотной ком-
поненты с длиной волны больше, чем 200 лет.  
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Рис. 10. Динамика скользящих коэффициентов Кендалла (W = 201) условий роста (а) и синхронности (б),  
построенных для низкочастотных составляющих (длина волны более 200 лет) по Швеции и Финляндии  

(заштрихованная область на б) – область значимых значений для Кендалла  с р < 0,05) 
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Рис. 11. Динамика скользящих коэффициентов Кендалла (W = 101) условий роста (а) и синхронности (б), 
построенных для низкочастотных составляющих (длина волны от 100 до 200 лет) по Швеции и Финляндии  

(заштрихованная область на б) – область значимых значений для Кендалла tau с р < 0,05) 
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Рис. 12. Динамика скользящих коэффициентов Кендалла, 
характеризующих синхронность: 

а – низкочастотных компонент (57–99 лет); б и в – высокочастотных  
компонент (35–56 и 20–34 года) соответственно 
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Это означает, что согласованность анализируемых рядов в самой 
нижне-частотной полосе значимо падает от прошлого к настоящему вре-
мени (см. рис. 10). 

С другой стороны, нет значимых трендов в согласованности для цик-
лических компонент с длиной волны от 100 до 200 лет (см. рис. 11).  

Возникает «противоречие» с результатами по согласованности, полу-
ченными выше для исходных хронологий (согласованность со временем 
только увеличивается для различных скользящих окон).  

Это «противоречие» можно объяснить следующим. Окно скольжения, 
безусловно, является фильтром, но в тоже время, фильтром не совсем эф-
фективным (например, в отличие от разнообразных узкополосных фильт-
ров). В результате, при расчете -коэффициентов синхронности для исход-
ных древесно-кольцевых хронологий с «большими» (W > = 100 лет) окна-
ми, на согласованность низкочастотных компонент накладывается влияние 
согласованности для более высокочастотных составляющих. Учитывая, 
что вклад низкочастотных (длина волны > 100 лет) составляющих оцени-
вается в 25 % от общей изменчивости для Финской и 34 % – для Шведской 
хронологии, противоположный по знаку вклад более высокочастотных со-
ставляющих оказывается весьма существенным. Действительно, для 3-х 
учтенных компонент (см. рис. 12) в согласованности наблюдается явный 
положительный тренд во времени (от прошлого к настоящему).  
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Рис. 13. Скользящие коэффициенты Кендалла синхронности, рассчитанные 
между смоделированными (70 % от общей дисперсии) Шведской  

и Финской хронологиями 
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Отметим также, что на циклические составляющие в данном разложе-
нии приходится примерно 70 % от общей дисперсии для рассматриваемых 
супердлительных древесно-кольцевых хронологий. Следовательно, 45 % 
вариации по Финляндии и 36 % – по Швеции, приходящиеся на высоко-
частотные составляющие, вносят в совокупности существенный вклад  
в согласованность между суммарными составляющими (смоделированны-
ми древесно-кольцевыми хронологиями) по Швеции и Финляндии (см. 
рис. 13). 

На основании проведенного анализа получены следующие результаты: 
1. Для выявления значимых циклов в дендроклиматических рядах 

достаточно тестировать полученный спектр на базе нулевой гипотезы, 
сформулированной для белого шума. Это позволяет значительно упро-
стить процедуру достоверного определения цикличностей, присутствую-
щих, например, в дендроклиматических рядах. 

2. На базе двух независимых подходов: метода множественных сфе-
роидальных последовательностей и сингулярного спектрального анализа 
получено спектральное разложения для двух сверхдлительных древесно-
кольцевых хронологий по Швеции и Финляндии. Отмечаются высокие  
положительные коэффициенты корреляции между циклическими состав-
ляющими, полученных различными методами, для разных частотных  
полос. 

3. Адекватность комбинированного MTM&SSA подхода для спек-
трального представления древесно-кольцевых хронологий подтверждена 
высокими положительными коэффициентами корреляции между «резуль-
тирующие» хронологиями, полученными различными способами для од-
них и тех участков. 

4. Отмечается значимый положительный тренд в согласованности 
двух древесно-кольцевых хронологий, т. е. синхронность в поведении двух 
супердлительных древесно-кольцевых хронологии для Швеции и Финлян-
дии значимо увеличивается от прошлого к настоящему. 

5. Спектральный анализ полученных коэффициентов Кедалла показал 
на наличие следующих цикличностей, которые выявляются для различных 
скользящих окон: около 1500 лет, 300 лет, 135–155 лет, 90–110 лет, 45–65 
лет. 

6. Более 99 % значимых значений коэффициентов Кендалла для раз-
личных значений длины окна W являются положительными. Следователь-
но, либо исследуемые хронологии находятся постоянно в фазе, либо их по-
ведение не согласованно. Явных противофаз в динамике исследуемых 
временных рядов не наблюдается. 

7. При «покомпонентном» анализе (совместный анализ циклических 
составляющих для древесно-кольцевых хронологий) отмечается отрица-
тельный тренд в динамике скользящего коэффициента Кендалла для низ-
кочастотной компоненты с длиной волны больше, чем 200 лет и отсутст-
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вие любых трендов в согласованности для циклических компонент с дли-
ной волны от 100 до 200 лет. 

8. Выявлено значимое влияние на согласованность между древесно-
кольцевыми хронологиями высокочастотных компонент с длиной волны 
от 20 до 100 лет, которые в совокупности определяют существующий по-
ложительный тренд в согласованности. 

Описанный выше подход позволяет находить адекватное спектраль-
ное разложение существующих древесно-кольцевых хронологий, прово-
дить пространственные сопоставления динамики исследуемых временных 
рядов, указывая возможные причины рассогласования, строить новые дли-
тельные реконструкции различных климатических характеристик при по-
мощи различных циклических составляющих. 

 
Работа выполнена при поддержке проекта Министерства науки и 

высшего образования РФ «Наука будущего» № 5.3508.2017/4.6. 
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